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letateen gegen Flieiienelemente normal m den Koordinaten- 

achsen ; in kürzerer Bezeichnung JE| , . . . 2^. 
p alleeitig g^^dier Dmck; F, 8 einseitiger Druck oder Zug. 
^9 yyy y* — ^t seM=XB, % — die DeformattonegrOfien; in 

kürzerer BezoiVhnung ac,. 
9^ lebendige Kraft, ^ inneres Potential. 

E Energie eines SystemSi < dicujenige der Maasen-, der Volumen- 

einheit, 

<J. ^ Differentiations- resp. Yariationszeichen. 

ä, ö Diminntivzeichen. 

dk Raum-, do FLiclien-, dq Querschnittsei f'ment. 

dA zugeführte unendlich kleine Arbeit, da bei Reduktion auf die 

l^lassen-, 5a' bei Reduktion auf die Yolumeneinheit. 
d W zugefQhrte Wärme in kalorischem MaBe. 
J mechanisches Wärmeäquivalent. 

dü zugeführte Wärme in mechanischem Maße, do> bei Reduktion 
auf die Massen-, äo)^ bei Reduktion auf die Volumeneinheit. 
H Entropie eines »Systems, tj der Maasen«, 77' der Volumeueinheit. 
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e speilfifolie Winne in kalonooheniy r in iweeb>tii»ehem Mefte^ 
bei Beduktion sof die Tolumeneinheii; r? epe»Wsohe 
Winne bei konsUatem Dniokr «i^ bei koneUatem TolnnMii; 

I latente Wärme in kaloriediem, X in meohanisohem Maße. 

i Stromdiohte der Wirme in kalorischem^ i in mechaniaehem 

Haie; in» in Komponenten von i nach der Richtung fi. 
lk% thermische Leitf&higkeiiBkonatante in kaloxiaehem, hk in 

mechanischem lilaße. 
iS* und Z erstes und zweites thennodynamisches Potential eines 

Systems, | und C der Massen-, |' und V der Volumeneinheit. 
£ die Kenatante dea Boyle^GayLuaaaeaehen Gesetzes; ^«-ü. 

Bemerkung. Formeln doaeelben Kapitels werden im all- 
gemeinen bloß durch Angabe der Nummer, solche anderer 
Kapitel durch Angabe von Nummer und Seite zitiert. 
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Einleitung. 



I. Abschnitt 

Thermometrie. 



§ 1. Bas Grandprinzip der Temperatarmessung. 

Während eine zaklcn mäßige Bestimmung von Längen 
und damit in Zusammenhang stehenden räumlichen Gebikien, 
wie auch von Massen, bereits im Altertum in befriedigender 
Weise geübt wurde, und in jener Epoche selbst bezüglich 
der Messung von Zeiten beachtenswerte Ansätze schon vor- 
handen waren; hat es geraume Zeit gedauert, bU der gleiche 
Schritt bezüglich der Wärmezustände gelang. Unzweifelhaft 
liegt in dem Unterschiede der Wannezustande zweier Körper, 
von dem uns unser Tempenitiirsinn Kunde gibt, etwas 
den ranmlichen und den zeitlichen Abstanden Anal<^s» 
aber das zur Messung der letzteren fuhrende Verfahren^ 
nämlich die Ausfüllung der Abstände durch eine Aueinauder- 
reihuQg geeigneter kleinerer Normalgroßen oder Ejlnheiten, 
ist hier nicht anwendbar* Die Messung von Temperatur^ 
gelang in der Tat erst, nachdem mau sie durch Einführung 
eines neuen Prinzipes auf die Messung von Längen zurück- 
geführt hatte^ ein Prinzip^ dessen Heranziehung man Galilei"') 
verdankt. 

Die Erfahrung zeigt, daß in beliebigen Wärmezuständen 
befindliche und sich berührende Körper im allgemeinen auf- 



*) S. Burokhardt, Erfindung dM Thermometers, Basel 1867. 
V*tf t, Wlmelfllin. L 
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einander einwirken^ derart^ dafi der uns kfilter erscheinende 
erwärmt, der ans warmer erscheinende abgekfihlt wird. Um 
diesen Vorgang genauer zu studieren, hat man die ther- 
mische Wechselwirkung mit anderen Körpern mdglichst zu 
beseitigen; dies gelingt bekanntlich durch Umgeben der Yer- 
suchskörper mit geeigneten Hüllen soweit, daß es als phy- 
sikalisch zulässig gelten darf, die Isolation als vollkommen 
erreicht zu denken. So gelangt man zu dem Resultat, daß 
zwei sich berührende, nach außen thermisch isolierte Körper 
schließlich einen Gleichgewichtszustand annehmen. Dasselbe 
gUt, wenn man eine beliebige Anzahl von Körpern B, 
C, . . . vereinig, woraus wir schließen, daß, wenn A mit I? 
und A mit C im Gloiclioc wicht ist, dasselbe von ß mit (7 
gilt. Wir Icönncn dnhor widerspruchslos die Wfirmeznstände, 
die Temperaturen, welche zwei oder mehr im Gleich- 
gewicht miteinander stehende Körper besitzen, als einander 
gleich bezeichnen. 

Das durch Galilei eingeführte und später in der ver- 
schiedensten Weise benutzte Messungsprinzip besteht nun 
in der Anwendung eines bestimmten Normal k<>rpers, eines 
Thermometers, der die Eigenschaft hat, durch eine Ände- 
rung seiner Temperatur in irgend einer anderen Weise der- 
art verändert zu werden, daß der Grad dieser Veränderung 
durch Längenmessungen feststellbar ist; dieses Thermometer 
wird mit den zu untersuchenden Körpern in thermisches 
Gleichgewicht gesetzt und aus seinem Verhalten auf den 
Wärmezustand jener geschlossen. 

So gelingt zunächst -ohne weiteres die Feststellung, ob 
zwei selbst nicht wechselwirkende Korper gleiche Tempe- 
raturen besitzen; es gelingt auch der zahlenmäßige Aus- 
druck einer Temperaturdifierenz zwischen verschiedenen 
Körpern, wenn man jener meßbar veränderlichen Eigen- 
schaft des Thermometerkörpers irgend eine Skala auferlegt 
Indessen hat eine solche Messung doch eine wesentlidi 
andere Bedeutung, als die einer Zeit oder einer Länge. Die 
letzteren Größen werden durch die Messung als Summen 
von untereinander gleichwertigen Einheiten dilffgestellt^ wäh- 
rend über die Wertigkeit der Thermometergrade zunächst 
gar nichts zu sagen, das thermische Verhältnis zweier 
Schritte, die, von verschiedenen Temperaturen beginnend, 
durch die gleiche Gradzahl ausgedrückt werden, zunächst 
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völlig unklar ist. Es genügt demgemäß auch zur exakten 
Definition eines Temperaturschrittes nicht, eine Anzahl von 
Graden anzugeben, die er beträgt; man muß außerdem den 
Warmezustand fixieren, von dem aus sie zu rechnen sind. 

§ 2. Toinmeiitlieniioineter. 

Die älteren Thermometer waren Vohimenthermoraeter, 
d, h. die Meßkörper waren so gewählt, daß man an ihnen 
die mit "wachsender Temperatur eintretenden Volumen ve]> 
größerungen bequem beobachten konnte; eine in eiu ge- 
eignetes Gefäß eingeschlossene Flüssigkeit, entweder der 
großen Ausdehnung wegen Luft oder des hohen Siede- 
punktes und tiefen Gefrierpunktes wegen Quecksilber, er- 
schien am geeignetsten. Gleichen (scheinbaren) Volumen- 
ändeningen ordnete man gleiche Temperatarschritte zu^ und 
zwei leicht immer wieder herstellbaren WfimiezustSiiden 
legte man bestimmte runde Temperatonsalileii bdl, so nach 
Celsius' Vorgang den Zuständen des unter AtmosphSrendnu^ 
frierenden und siedenden Wassers die Zahlen 0 und IDO. 

Hierdurch ergibt sich dann für die dnem beobachteten 
Volumen V des Thermometers entsprechende Temperatur t 
folgende Bestimmung. Nach der ersten Festsetzung ist, 
wenn ft und v Konstanten bezeidinen, 

nach der zweiten, wenn die im Zustande frierenden und 
siedenden Wassers beobachteten Volumina und F^oo ^^'^ 

hieraus folgt dann 

(1) z^ J-^* .100. 

Die nach rein praktischen Gesichtspunkten getroffene 

AVahl von Quecksilber als Thermometerflüssigkeit schien in- 
dessen, als sich herausstellte, daß die mit seiner Benutzung 
erhaltene Thormometerskala merklich von denjenigen ab- 
weicht, die andere Flüssigkeiten liefern, eini^n rmnHfn be- 
denklich. Nachdem festgestellt worden war, d;ili eine große 
Zahl von Gasen in weiten Bereichen äußerst nahe gleiche 

1* 
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theimiaehe Ausdehnung zeigen ^ glaubte man eine geringere 
Willkfiiliehkeit zu. begehen und vielleicbt deshalb auch za 
einfacheren Gesetzmäßigkeiten im Gebiete der Wannelehre 
zu kommen ; wenn man als Thermometerflüssigkeit eines 
dieser Gase benntste. 



§ 3. Das Gesetz Yon Boyle-Gaj Lussac und das 

Oasthermometer. 

Das Verhalten der Gase bei yeranderlichem Volumen F, . 
Druck Pf Temperatur r (letztere zunächst durch das Queck- 
silberthermometer definiert) wird nach den Beobachtungen 
von Boyle*Mariotte und Gay Lussac in hinreichender 
Entfernung von ihrem Kondensationspunkt mit großer An- 
näherung dargestellt durch die Eonnel 

(2) Vp = MB(a-^z,) 

worin M die Masse des benutzten Gases, B eine seiner 
Substanz individuelle und a eine allen Gasen gemeinsame 
Konstante bezeichnet. Hieraus folgt durch DifiPerentiation 
bei konstantem Druck oder bei konstantem Volumen, falls 
man die kxmstant gehaltene Variable je dnzoh einen Index 
andeutet, 

, dpV dt dyp <fe ^ 

die Koeffizienten der relativen thermisdien Volumen- wie 
der thermischen Druckanderung suid also von der Gasart 
völlig unabhingig, und zwar beide gleich IHa+x), 

Betrachtet man die empirische Formel (2) als streng 
gültig) so ist damit eine neue Temperaturskala gegeben, ai3 
die man die Schlüsse von S. 3 anw^den kann, die Skala 
des Gas* oder Luftthermometers. Aus praktischen 
Gründen unterwirft man indessen neuerdings nicht die Vo- 
lumenänderungen bei konstantem Druck, sondern die Druck- 
ändemng^ bei konstantem Volumen der Messung, definiert 
also eine Temperatur nach Oelsinsgraden anstatt durch (1) 
lieber durch 

(4) T — Em^.ioo. 

l>iao — i>o 
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Daa in Formel (2) auftretende Aggregat 

(5) a4-T = ^ 

BteUt eine Temperatur in Celsiusgraden, aber von einem mn 
nach der negativen Seite verschobenen Nullpunkt ge- 
rechnet, dar. Diese sogenannte absolute Temperatur 
ist nach (2) physikalisch dadurch definiert, daß ein jenem 
Gesetz bis zur Temperatur ^»0 folgendes Gas in diesem 
Zustand bei endlichem Volumen verschwindenden Dnu^ 
ausüben, bei endlichem Drucke verschwindendes Volumen 
besitzen würde, a hat nach der Beobachtung (falls man x 
in Celsiusgraden rechnet) den Wert von nahozu 273. 

Wir werden weiterhin bei a]lg;emeinen Entwickeiungeu 
mit dieser absohitcn Temperatur rechnen, weil eine groüe 
Zahl von Gesetzen sieh dadurch einfacher darstellt, als bei 
Zugrundelegung des Celsius sehen Nullpunktes. Da ^ und t 
sich nur durch eine additive Konstante unterscheiden, so ist 
natürlich dd'^dr. Bei gewissen speziellen Beobachtungen 
ist es allgemein üblich, den Celsiusschen Nullpunkt zu be- 
nutzen, und wir werden uns dann auch der Bezeichnung t 
bedienen; ebenso, wenn die Temperatur in Celsiusschen 
Einheiten von irgend einem anderen Anikugspunkt aus ge- 
rechnet wird, der von dem absoluten Nullpunkt verschie- 
den ist. — 

Die Einrichtung des modernen Luftthermometers*) ver- 
anschaulicht Fig. 1. Das geräumige Thermometergefaß G 
ans Glas oder Parvellan m duroh ein enges^ e^ ans 
Kupfer gefertigtes Bohr IL mit dem Manometer M ver» 
bnnden^ dessen rechter Meniskus bei der Beobachtung stets 
auf einer bestimmten Stelle 8 gehalten wird, um dem ab- 
geschlossenen Gasvolumen stets gleiche GrdJBe zu geben — 
naturlieh abgesehen von der thermischen Ausdehnung von G, 
die in Becmiung 2u setzen ist. Die beid^ Bdhren des 
Manometers sind durch einen biegsamen Schlauch ver- 
bunden. 

Diese iänrichtung, bei der zwar der überwiegende 
Teil 9 aber doch nicht das Ganze des als MeßkÖrper 
dienenden Gases auf der zu bestimmenden Temperatiur 
gehalten wird, gibt Veranlassung zu der auch an sich 

*) Jolly» Pogg. Ann. Jabelband, S. 88, 1874. 
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intereBsanten Frage, wie sich der Dnick eines Gases, das 
an verschiedenen Stellen verschiedene Temperaturen besitzt, 
berechnen läßt. 

Für eine Gasmenge m/,, die ein Volumen bei der 
Temperatur erfüllt^ gilt nach (2) 

(6) ^If-"*"^-' 

f&r ein Grasquantumi das im mechanischen Gleichgewicht 
atehl^ also konstantem Druck unterliegt und sich durch ver- 



- IL 




ng. 1. 



schied« HC fiäume mit verschiedenen Temperaturen erstreckt, 
folgt hieraus 

(7) i.2^ = l?2m», 

WO die Summen ü über das ganze Gas zu erstrecken sind« 
Wird dieselbe Gasmenge in andere Eaume Vi mit anderen 
Temperaturen ^i übergeführt, so entsteht in denselben ein 
Druck der wegen der Unveranderlichkeit des Wertes 
ßlm^ g^ben ist durch 
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Im Falle stetig veränderlicher Temperaturen wird hieraus 

die Integrale über die beiden , nacheinander vom Gase er« 
föllten Räume erstreckt. Diese Formela enthalten n« a. aach 

die vollständige Theorie des Luftthermometers. 

Beiläufig mag erwähnt werden, daß Gase, die in er- 
heblicher Entfernung vom Konden'^ationspunkt der Formel (2) 
sehr vo11ständi<? genügen, bei Annäherung an denselben Ab- 
weichungen zeigen, die durch eine von van der Waals*) 
aufgestellte Formel mit zwei weiteren Konstanten a und ß 

(10) [p+^{Y-ß)~MB^ 

in ziemlich groÜer Annäherung wiedergegeben werden. 

§ 4. OalTanlselie Tliermometer. 

Das Luftthermometer gilt in der Pnuds noch immer 

als das Normalinstrument, andere Thermometer werden nach 
ilim 2;eeicht. So insbesondere diejenigen wertvollen Instru- 
mente, welche die thermische Veränderung rrftl van isch er 
Kigenschattcn des Meßkörpers der Temperaturbestimmung 
zu Grunde legen. 

In einem an«? zwei Metallen hergestellt^^n geschlossenen 
Leiterkreis eiiUltilit ein Strom, wenn die beiden Lötstellen 
auf verschiedenen Temperaturen gehalten werden;**) läßt man 
die Temperatur der einen Lötstelle konstant und ändert die 
der anderen, so variiert die Stromstärke mit deren Tempe-. 
ratur, und ihre Beobachtung kann zu einer Teraperaturbestim- 
mung dienen.***) Ist ein solches Thermoelement (^uder 
eiiie aus hintereinander geschalteten Elementen bestehende 



*) Van der Waals, Kontinuitul des gasiö riaigen und flüssigen 
ZaitandM; London 1673, Üben. Leipzig 1861 nnd 1699. 

**) Seebeck, Qüberts Annalen, B. 73, S. 115 u. 430, 1883. 
***) S. H. Beoqnerel, Compt. Rend. T. 133, S. 800, 1901. 
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Batterie^ deren abwechselnde T^ötstellen je auf der kon- 
stanten und auf der zu bestimirieiulen Temperatur gehalten 
sind) durch Vergleicliung mit einem Liiftthermometer ge- 
eicht, so stellt es wegen seiner geringen Masse und der 
Größe seines thermischen Anwendungsbereiches ein in vielen 
Fällen besonders geeignetes Thermometer dar. 

Der galvanieche Widerstand der Metalle nimmt mit 
wachsender Temperatur zu.*) Besteht also die SchlieBung 
einer galvanischen XeLte mit der koiistaiiten elektromoto- 
rischen Kraft E aus einem auf konstanter Temperatur ge- 
haltenen Teil mit dem Widerstand W und einem wechseln- 
den Temperaturen ausgesetzten Teil mit dem Wideistand w, 
80 wild nach dem Ohmaohen Geaetz die Stromatarke J ge- 
geben sein durch 

J hängt durch w von der Temperatur ab, und nach vorheriger 
Qradiiierung des Systema mit Hilfe einea Luftthermometers 
kann man seine Messung zu einer Temperaturbestammnng 
verwenden. Kleine Masse und Widerstandalahigheit g^n 
hohe Temperaturen stellen die Vorteile auch dieser Mn« 
richtung dar. Mit Widerständen in Form äußerst dünner 
mit Rul;i überzogener Streifchen ist sie als Bolometer 
besonders von Langley**) bei Untersuchungen über Wärme- 
strahlung angewandt worden. 

Zum Schhisse mag danvii orinnert werden , dnß die bei 
allen diesen Thermometern benutzte Skala eine willkürliche 
ist, d< reri Auswahl außer durch praktische Rücksichten nur 
durcii ein allgemeines Gefühl für das vermutlich Einfachste 
bestimmt worden ist. Eine ganz andere tiefer begründete 
Definition einer Temperaturskala auf Gnuid allgemeiner Sätze 
der Wärmetheorie werden wir später kennen lernen. 

*) 8. z. B. Matth! esen und v. Bose, Pogg. Ann., Bd. 115^ 
a 858. 1863. 

LangUy, Cbflm. News, Bd. 48, S. 6. 1881. 
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§ 5. Bas Wänuefluidam und die Wämeeinlieit. 

Was den Vorgang des oben besprochenen Wärmeaus- 
gleiches zwischen verschieden temperierten Körpern oder 
verschieden temperierten Teilen desselben Körpers angeht, 
so zeigt die ESrnhrmi^ dafi man üm in einer gewissen An- 
naherang unter dem Bilde der Beweeung einer nnaerstdiv 
baren Flüssigkeit behandeln kann. Von diesem WSnne- 
flnidnm iat in den beifieien Kdipem relativ mehr vorhanden, 
als in den kälteren von dereeuben Substanz, und ebenso, 
me zwischen zwei mit Luft von verschiedener Dichte ge- 
fOUten G^efilfien bei Herstellung emer Verbindung eine 
StrSmung einsetzt und andauert, bis die Dichti^eiten gletch 
geworden sind, so dauert eine WInneströmnng zwischen ver- 
schiedenen Körpern oder Korperteilen an, bis die Tempe- 
raturen ausgeglichen sind. Die anschauliche Erklärung der 
augenfälligsten thermischen Vorgänge hat dieser besonders 
von Black*) eingeföhrten Hjpouiese eine lange andauernde 
Beliebtheit verliehen. 

Wird einem homogenen Körper von der Masse M ein 
unendlich kleines Quantum Wärme, das wir, um es von dem 
Differential dF einer Funktion F zu unterscheiden, mit ä W 
bezeichnen, zugeführt, und erfährt derselbe dadurch eine gleich- 
fTirmis^e Tempcraturorliohung d^, so ist natürlich eine 
Jb'unktion von äW. Da aber diese AYarmenieno^e nur durch 
die von ihr bewii'ktf Temperatiirändernng ddiiüeiii wird, so 
darf man eine Proportionalität zwischen beiden annehmen 

Black, YorlesaDgen über Chemie. Übers. Hambarg 1604. 



Digitized by Google 



10 



£iiiUtttaiig. 



und, indem man noch die plausible und in ihren Konse- 
quenzen mit der Beobachtung vereinbare Hypothese einführt, 
diiii die Erwärmung der doppelten Masse um den gleicheu 
Betrag die doppelte Wärmemenge erfordert, setzen 

(12) äW^Mcd^^Mcdx, 

wobei c einen von ä W, resp. dt unabhängigen^ aber 

jedenfalls von § abhängigen Faktor bezeichnet. 

Massen, Temperaturen und A\ urinemengen betrachtet 
man (nubeii Längen und Zeiten) als Fundamentalgrößen, 
c ist sonach eine zusammengesetzte oder abgeleitete 
Größe und ihr Aufbau aus den Fundamentalgrößen , deren 
Gattung resp. mit m, i und w bezeichnet werden mag^ ihre so- 
genannte Dimension [e]f ist durch dieFcHrmel veranadbanlioht 

(13) [c]=^wm-'r-K 

Für Massen (wie Langen und Zeiten) werden die Ein- 
heiten in der Mechanik festgestellt» und man benutzt bei 
'wissenschaftlichen Untersuchungen als Masseneinheit das 
Gramm (gr), bei technischen Rechnungen das Kilogramm (kg). 
Als Tempeiatureinheit wird in beideai Fällen der (durch das 
Luftthermometer definierte) Celsiusgrad geführt Die Einheit 
einer Wärmemenge ist sonach zunächst noch verfügbar und 
wird dadurch bestimmt, daß man dem Faktor c bei irgend 
einem durch Formel (12) dargestellten Vorgang einen will- 
kürlichen Znhlwert beilegt, wobei zu beachten ist, daß dieser 
Wert keine imbenaimto Zahl ist, also tur verschiedene Ein- 
heitssysteme von 3[ und i} verseil iedene Werte besitzen kann. 

Man ist überciugekommeu, sowohl in dem "^dssenschaft- 
lichen, als in dem technischen Maßsvstem c für AV asser von 
bestimmter Temperatur (ehedem bei 0^ Celsius, neuerdings 
bei -r l-'>^' Celsius) u. zw. wenn die Erwärmung unter Atrao- 
sphär<^'ndruek geschieht, gleich Eins zu stützen. Die Einheiten 
von W stehen nach (12) im Verhältnis der Masseneinheiten 
und werden Kalorien — genauer Gramm- und Kilo- 
grainmkalorie — irenimnt. Eme Kalorie ist hiernach (etwas 
ungenauer, iniiLni man den unendlieli kleinen Temperatur- 
zuwachs dl bis auf einen Temperatui'grad erweitert), als die 
Wärmemenge definiert, welche nötig ist, um die Massenein- 
heit Wasser von 15 auf 16^ Celsius zu erwärmen^ dividiert 
durdi die Masseneinheifc nnd die Tempentnrdnheit 



Digitized by Google 



§ 6. Die apezitLScheu und die Umwandlungswärmen. H 

§ 6. Die speiiflselieii vimI die UmwandliDigswftTmeii. 

Nachdem hierdurch die Wärmeeinheit definiert ist, muß 
c für Wasser unter anderen, als den oben festgesetzten Um- 
ständen, und ebenso für jede andere Substanz durch Be- 
obachtungen bestimmt werden^ die nach der Formel 

zu berechnen sind. Man nennt c in wenig glücklicher Weise 
die spezifische Wärme der Substanz, ein Name, der da- 
durch entstanden ist, daß man diese Größe ehedem für eine 
der Substanz allein (wenigstens bei einer bestimmten Tem- 
peratur) individuelle Konstante hielt. Später hat man erkannt, 
daß diese sogenannte spezifische Wärme mehr oder weniger 
von den Nf^lx nänderuntyen der Substanz, insbesondere von 
den mechanischen Vorgängen, nblmnirt, welche die Erwärmung 
begleiten. Dieselbe Wärmemeiige kann z. B. einem Gas- 
quantum ganz verschiedene Temperaturerhöhungen erteilen, 
je nachdem mit der Wärmezuführung gleichzeitig eine Kom- 
pression oder eine Dilatation des Gases vorgenommen wird; 
c kann hierbei fiii- dasselbe Gas größere oder kleinere, 
positive oder negative, selbst verschwindende und unendliche 
Werte annehmen, ist also keineswegs eine Konstante oder 
eine Funktion der Temperatur allein, sondern noch von ganz 
anderen Umständen abhängig. Spezielle Werte von großer 
theoretischer und praktischer Bedeutung werden ei£alteD, 
wenn man das Gas bei der Temperataranderung entweder 
auf konstantem Yolumen oder auf konstantem Druck eibfilt» 
d. L also dasselbe entweder in ein starres Gef Sß einschließt 
oder sidi gegen einen konstant belasteten^ reibungslos ver- 
fichiebbaren Stempel ausdehnen läßt; diese speziellen Werte 
von c w^en durch die Symbole <v luid Cp bezeichnet Der 
Unterschied zwischen Cp und ist bei Gasen sehr betrachte 
lieh, eJcp erreicht den Wert 5/3; bei Flüssigkdten und 
festen Körpern, wo natürlich ganz dieselben Bemerkungen 
Anwendung finden^ ist Cp/cp im allgemeinen nur um einige 
Ptozente von ISaaB verschieden. 

Der oben erwähnte Fall, daß eine zugefuhrte Wärme- 
menge einem Körper überhaupt keine Temperaturerhöhung 
erteilt, die spezifische Wärme c also unendlich wird, tritt 
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ancK dann ein, wenn der Körper auf dem Punkt ist, seinen 
Aggrogatziistand zu ändern oder (wie g( wisse Elemente, z.B. 
Schwefel) in eine andere Modifikation überzugehen. Ist die 
(vom Druck abhänirige) Umwandliingstemperatur erreicht, so 
dient eine Wärmeauiiiuhmc nur dazu, ein Quantum Masse in 
den neuen Zustand überzuführen. Bleibt der Korper unter 
denselben äußeren Umständen, z. B. dem gleicheu Druck, 
so ist die umgewandelte Masse dm der aufgenommenen 
Wärmemenge proportional, und man kann schreiben 

(15) äW^-ldm, 

wobei l aDgemein die (spezifische) Umwandlungswärme, 
in den speziellen und wichtigsten Fällen aber, wo die 
Umwandlung in Schmelzen, Verdampfen (aus dem flüssigen) 
Sublimieren (aus dem festen Zustande) besteht, (spezifische) 
Schmelz-^ Verdampf nngs-^ SnMimations warme heißt 
Die DimensionalgleiciiQng von { ist 

(16) Lqi=w;»»-i. 

Auch l ist keine der betreffenden Umwandlung indi- 
viduelle Konstante^ sondern hangt von dem Dmdk resp. der 
Temperatur ab, bei welcher dieselbe stattfindet 

Die Falle der variablen spezifischen Wannen nnd der 
TJmwandinngswfinnen lassen sich natürlieh mit der Yor- 
stellung eines unzerstörbaren Wärmefiuidums nicht ohne Ge- 
waltsamkeit vereinigen. Man wird dazu gedrängt^ die An- 
wesenheit von Wärmefluidum in den Körpern dbne eine 
Äußerung desselben in der gesteigerten Temperatur^ also eine 
Art von verborgener Existenz zuzulassen. Demgemäß sind 
ehedem die Umwandlungswärmen auch als latente Wärmen 
bezeichnet worden, woran das Symbol { erinnern soÜ. 

§ 7. Die MischnngsmethodeiL 

Zur BestimmniKj!; der spezifiFcbon nnd der Umwandlungs- 
wärmen werden zum Teil dieselben Beobachtungsmethoden 
benutzt. 

Bei der Mischunörsmethode*) wird der Warmeausglt-icli 
des zu untersuchenden Körpers mit einem von bekannter 

*) Richmann, Novi Commeut. T. 1, p. 152, 17dO; Black, a. a. O. 
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spezifischer Wärme bei möglichster Isolatioii nac^ außen 
beobachtet. Bezeichnen Mi, M^, c^jCf, r^o, 1^20 Massen, spezi- 
fische Wärmen und Anfangstemperaturen für die beiden 
Körper, r flie Mischungsteniperatur, so folgt aus der Hypothese 
von der Unzerstörbarkeit der Wärme in Verbindung mit (12) 

T T 

(17) Mjci dti + /c^ e?Tj « 0 

als die Formel für die Mischungsiiiethocie. Ihre Anwendung 
erfordert die Kenntuis nicht nur eines einzelnen Wertes Cj 
für den Normaikörper. sondern des vollständigen Gesetzes, 
welches q mit der Temperatur verbindet. Man wählt dafür 
eine Interpolationsfonnel, nämlich eine Reihe, die nach Po- 
tenzen der Abweichung der Temperatur von einer mittleren 
Normaltemperatur fortschreitet, und setzt auch für die zu 
bestimmende Funktion eine derai Lige Formel an. Beobach- 
tungen bei verschiedenen Ausgangstemperaturen gestatten 
die gesonderte Bestimmung der Parameter eines solchen An- 
satceB. Der Einfluß der nicht vollständigen thermisoheii 
Isolation des Systemes läßt sich durdi besondere Beobadi« 
tongen^ weldie doroh die Theorie des Vorganges geleitet 
weraeui eliminieren.*) 

Auf die Bestimmung der Umwandlangpwarme an- 
gewendet, entspricht dieser Metibode die Formel 

(18) Mjcidt^ + M2 ( /Mt, -hjcidz^ + n = 0; 

in dem zweiten Gliede ist enthalten die Wärmemenge, die 
der Kdrper 1. bei der Erwärmung von d^ Aäangs« 
temperatur r^o bis zur Umwandlungstemperatur t«| 2. bei 
der weiteren in der neuen Modifikation erlittenen Erwärmung 
von der Umwandlungstemperatur bis zur Mischungs- 
temperatur T und 3. bei der Umwandlung selber aufnimmt 
Um l zu bestimmen, muß also 0^, und ci bekannt sein. 

Ist aber l gefunden, so kann sein Wert umgekehrt zur 
Bestimmung von spezifischen Wärmen in folgender Weise 



*) Methode TOn F. Nenmann, t. Pape, Fogg. Ann. Bd. ISM), 
p. 8d7, 1868. 
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dienen. Mau uinmit von dem anf der UmwaDdluiigstempe- 
ratur befindlichen Körper em Liureichend großes Quantum M^^ 
um einen Uberschuß an nicht umgewandelter Substanz zu 
gewährleisten, und bringt von der zu untersucheDden Substanz 
ein bestimmtes Quantum -Sfibei bekaonter An&ngstemperatur q 
mit ilmi in thermische Wechselwiikniig. Bei Abkühlung 
(oder ErwSnnimg) von auf die Ummndlungstemperatur t» 
wird eine Masse des MeßkÖipers nbei^führt, gcgeb^ 
durch die Formel 

(19) MJc^ dt^+m^l^O. 



Bei dem auf dieser Formel beruhenden Bun senschen 
Eiskalorimeter*) wird die Menge des geschmolzenen oder 
gebildeten Eises aus der A^olumeuändening des Gesaiutquan- 
tums Jfg aus Wasser und Eis erschlossen, bei dem Joly- 
B Unsen sehen Dampfkalorimeter**) die Menge des konden- 
sierten Dampfes direkt dordi Wägung bestimmt. 

In derBegel liegen übrigens die Verhältnisse in Wirklich- 
keit etwas komj^izierter, als oben zur Darlegung des Prinzipcs 
Uligenommen. Handelt es sich z.B. um die ^Stimmung der 
spezifischen Wärme eines festen Körpers, so wendet man die 
Misehungsmethdde in der Weise an, daB man denselben auf 
eine bekannte Anfongstemperatur erwärmt^ in ein Flüssigkeits- 
bad yon gleichfalls bekannter Temperatur, ein sogenanntes 
Kalorimeter, eintaucht und die Mischungstemperatur be- 
obachtet. Hier treten also mit dem untersuchten Körper 
mehrere andere in Wechselbeziehung: die Fiüf>sigkeit des 
Kalorimeters, die Substanz des Gefäißes und des Thermo- 
meters. Die Mischungsformel ist dann in der allgemeine 
Gestalt 

T 

(20) ^M^fcudtH-^Q 

anzuwenden, wo die Summe über alle in Mitleidenschaft 
gezogenen Teile zu erstrecken ist 



*) Bnnsen, Pogg. Ann. Bd. 141, S. 1, 1870. 
**) Joly, Proc. Roy. Soc. B. 41, S.352, 1887. Buosen, Wied. Ann. 
Bd. 81, S. 1, 1887. 



Digitized by Google 



§ 8. Die AbkaUDDgB- und Erwftrmnnganietliodfli 



16 



§ 8. Die Aliküliliuigs- und Erwärmmigsmethode« 

A\'eiiiger genau als diese Mischungsmethoden ist die 
Methode der Abkühbing.*) Bei dieser wird in einem und 
demselben Gefäli und unter den gleichen äußeren Umstanden 
erst eine Flüssigkeit (1) von bekannter spezifischer Wärme q 
und sodann die zu untersuchende (2) nach geeigneter Vor- 
wärmung der Abkühlung diu*ch Ausstrahlung überlassen. 
Dabei ist die in dem Zeitelement dt durch die Oberfläche 
anBtretende Wfiraiemenge gleich der der IBlüssigkeifc und dem 
GeföB eotzogenen. firstere ist bei demselben GeföB nur eine 
Funktion der Temperataxen des Gefößes t und der Um- 
gebung T«ii überdies dem Zeitelement proportional; letztere 
bestimmt sich wie oben. Es gelten sonach f&r den Vorgang 
die beid^ Formeln 

(21) —{M,c,+Mc) dx, = F(x^, T„) dty 

— (il/g C2 -\- M c) dx^ =^ F (t2, t„) dt. 
Bei gleichen Temperaturen x^ und x^ verlmiton sich also die 
der gleichen Zeit dt entspreehenden Teinperaturänderungen 
dtj und dr^ wie ^ 11 "d q + M c. 

Die Formeln werden fiir endliche Zeiten anwendbar, 
wenn man fiir die c, sowie für die imbekannte Strahlnnj^s- 
funktion F luterpolationsformeln einfuhrt. In erster Kähe- 
rung kann man setzen F (t, t„) = 0 A (r — t„) , worin 0 die 
Größe der strahlenden Oberflache und h eine für ihr 8t! ah- 
luugsvermögen charakteristische Konstante bezeichnet.**) 

Für feste Körper ist die Abkuhlungsmethode wenig 
gocignet, da hier der Vorgang wesentlich von der inneren 
Lei&Iiigkeit des benutzten Körpers abhängt, deren Einfluß 
man bei Flüssigkeiten durch lebhaftes UmrOhren während 
der Abkühlung paralysieren kann. 

£ine Art von Umkehrung der Abkühlungsmethode stellt 
die von Pfaundler***) vorgeschlagene, ebenfalls hauptsachlich 
auf Flüssigkeiten anwendbare Erwarmungsmethode dar, bei 
welcher zwei Kalorimeter, von denen das eine mit einer be- 
kannten, das andere mit der zu untersuchenden Flüssigkeit 

*) Dalong u. Petit, Ann. de Chim. et de Phys. T. 7, S. 143, 
T. 10, S. 395, 1819. 

**) J. Newton, Opnieola mafh., Lansaimae et Oenevae T. II, 

S. 422, 1740. 

♦♦♦) Pfaaadler, Wien, Ber. Bd. 69 (2), S. 146, 1869. 
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jrefüllt ist, in gleichen Zeiten gleiche Wärmezufuhren erhalten. 
Die Wärme wird in den Kalorimetern durch einen galvanischen 
Strom entwickelt, der in beiden denselben Widerstand (einen 
Platindraht von be^timinter Länge) durchläuft Die Foimel 
für diese Methode lautet bei der früheren Bezeichnung 

(22) (ilfi + Mc) ^ (M^c^ + 3Ic) dr^ . 

§ 9. Beobaehtuiigsrefiiiltate. 

Iqi l*rLii/ip könnte man mit den vorstehend beschri( Ijeiien 
Methoden y de Art von spezifischon Wärmen, d. Ii. hr'i be- 
liebigen Nebenänderungen^ bestimmen ; genaue liesultaie geben 
sie indessen nur für die spezifischen Wärmen bei kon- 
stantem Druck, die zur Geltung konnnen, wenn man die 
Körper mechanisch c^ar nicht ausdrücklich beeinflußt, sondern 
sie allein dem wiikenden Atmosphärendi'uck überläßt. Jede 
andere mechanische Beeinflussung setzt Hilfsvorrichtungen 
voraus, deren Massen an den Temperaturänderungen teil- 
nehmen und die beobachtbaren Größen häufig viel stärker 
beeinflussen wrden, als der eigentlich studierte Vorgaug. 
Insbesondere sind die theoretisch so äußerst wichtigen spe- 
zifischen Wärmen bei konstantem Volumen c„ einer genauen 
direkten Beobachtung fast unzugangiich, da bei festen 
und flössigen . Körpern die Erhaltung eines gegebenen Vo- 
lumens bei einer Erwärmung überhaupt nahezu nnmoglioh 
ist und bei Gasen GdESße von einer Masse verlangen wüide^ 
welche die Masse des zu untersuchenden Grases weit über^ 
trifft Um för ein Gas Cp zu bestimmen, f fihrt man dasselbe 
nach geeigneter VorwSrmung in langsamem Strome durch 
ein Scnlangenrohr, das in ein Kalorimeter eingesenkt ist; 
dabei kann es sich unter dem wirkenden Drucke frei kon- 
trahieren oder dilatieren. 

Die rationelle Bestimmung der anderen s})ezifischen 
Wärmen, insbesondere die von c,,, erfordert die Hilfsmittel 
der voll entwickelten allgemeinen Theorie und die Beobach- 
tung von noch ganz anderen Größen, als Temperaturände- 
rungen. Wir werden uns mit dem betreffenden Problem 
weiter unten ausfuhrlich beschäftigen. 

Tabellen über Beobachtungsrcsultate von einiger Voll- 
ständigkeit liegen außer dem Plane dieses Buches; doch 
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sind Beispiele von Zaiilwerten von pliysikalischen Kon- 
stanten zur Fixierung der Vorstellung, um welche Größen- 
ordnungen es sich bei den verschiedenen Vorgängen handelt, 
unentbehrlich. In diesem Sinne sind die nachfolgenden An- 
gaben über die spezifische Wärme Cp, wie auch spätere für 
andere Ivonstanteii^ zu verstehen. 

Die Zahlwerte für physikalische Konstanten geben wir, 
falls nichts anderes ausdrücklich hervorgehoben wird^ stets 
in wissenschaftlichen Einheiten^ also im Falle der spe- 
zifischen yitamm e m Qnunmen, GmimnkalorieE und Odania- 
graden an. Da bei dem Übergang zum teobnischeD Sjrstem 
nur Qfamme mit Kilogrammeiiy Grammkalorien mit Kilo- 
CTammkalorien Tertanscbt werden, und diese Gr6Ben in der 
Definition der spezifischen WSrme nach (13) im Verhältnis 
anlbeten> so gelten die folgenden Zahlen ausnahmsweise 
fnr beide MaSsysteme. 

Den nachstehenden Werten von für einige wichtige 
Elemente sind die entsprechenden Atomgewichte fji, sowie 
die Werte des Produktes /iCp, der Atomwärrae, beigefügt^ 
die nach einer Entdeckung von Dulong und Petit^) für die 
festen Elemente (und Hg) mit Ausnahmen yon C, £o, Be 
nnd iS^ der Zahl 6,2 sämtlich nahe liegen. 





Cp 






AI 


0,214 


27,1 


5,80 


Fe 


0,115 


56,0 


6,45 


Cu 


0,093 


63,6 


5,91 


^9 


0,057 


107,9 
194^ 


6,15 
6,24 




0,032 


Hg 


0,032 


200,3 


6,42 



Bezeichnet man alsMolekularwärme einer Verbindung 
das Produkt aus deren spezifischer Wärme in das Molekular- 
gewicht, so ist nach einer Bemerkung von Joule**) die Mo- 
lekularwärme sehr nahe gleich der Summe der Atomwännen 
der das Älolekül bildenden Bestandteile. 

Die spezifische AVärtno der festen Körper und tropf- 
baren Flüssigkeiten vväclist im allgemeinen mit steigender 
Temperatur, und zwar bei niedrigen Temperaturen iang- 



*) DulougQ. Petit, Ann. de chim. et de i-hys. T. 10, S. 395, 1819. 
**) Joule, Phil. mag. (3) T. 25, S. 334, 1844. 

Voigt, W anueletire. S 
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sanier, bei höheren schneller. So gelten z. B. für Silber bei 
0», 1000, 600» Celsius die Werte 0,0576, 0,0586, 0,0665. 
Für Wasser gilt nach Bowland*), wenn man für 15 ^ als 
Sinheit annimmt^ 

50 10* 15<» 20« 25« 30» 
<V » 1^5 1,0026 1,0000 0,9976 0,9962 0,9957. 

Die Extrapolation liefert für 0» etwa 1,007. 

Hieraus iolgt, daß, um Zahlwerte von spezifischen Wärmen, 
welche voraussetzen, dali Cp für Wasser bei 0^ zur Einheit 
gewählt ist, auf die Rowl and sehe Einheit zu reduzieren, 
dieselben mit 1,007 zu dividieren sind. Dieser Faktor spielt 
bei den vorstehend aufgeführten Zahlen wegen deren Un- 
sicherheit kaum eine Rolle. 

Für Grase erhielt Regnault^ u. a. folgende Zahl- 
werte von €f in der NShe von 100^ bezogen auf Wasser 
von 15*^: 

Luft Cp -= 0,2375 

0,2438 

0« 0,2175 

3,4090 

CO, 0,2169. 

Die Abhängigkeit von der Temperatur war bei Luft von 
00 bis 200^ unmerklich; bei 00, emb sich fiir 0^ Cp = 0,1870, 
für 200^ c, = 0,2396, somit eine starke Veränderlichkeit. 

Eine vereinzelte direkte Bestimmung für c„ hat Joly***) 
mit (kom[)rimiertrr) Tiuft unter Benutzung des Dampfkaloii- 
meters voigenommen; er fand c,» 0,171. 

♦) Rowland, Proc. of the Amer. Ac. Bd. 15, S. 75, 1879. 
*♦) Regnault, M6m. de l'Ac. T. 26, S. 68, 1Ö62. 
Joly, 1, c 
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Wärmeleitung. 



§ 10. Die Bedini^iuigeii fär die Wärmestromang im 
Inneren der KSrper and in Zwisehengrenxen. 

Die Auffassung der Wärmebewegungen unter dem Bilde 
einer Flüssigkcitsströmnng hat nicht nur bei dem Problem 
des Austausdics zwischen verschiedenen Korpern, sondern 
auch bei df^Tiijenigen des AiiFJtausches zwischen vei*schieden 
temperierten Teilen desseibeu Körpers wichtige Resultate 
za gewinnen gestattet*) 

Eine Flüssi^keitsbewej2^ung ist bestinimt durch die Rich- 
tung der Strömung und durch die Äleiioe Flüssigkeit, die 
in der Zeiteinheit durch die nonnal zur Strömungsrichtung 
konstruiert gedachte Fläche Eins hiudurchg-eht, dieselbe in ihrer 
ganzen Ausdehnung gleichmäßig durchströmt angenommen; 
diese Menge wird als Stromdichte bezeichnet und als 
eine gerichtete oder Vektorgröße betrachtet, die in die 
Strömungsrichtmig fällt. 

Die Stromdichte j ist also definiert dui'ch die ihre 
Größe bestinmiende Zahl imd diurch zwei ihre Richtung be- 
gtmmiende Winkel, oder aber symmetrisch dm'ch ihre drei 
Projektionen 

(23) jx = j cos (j, x\ = ; cos 0, y), =i cos (j, s) 

auf die Koordinatenadbaen^ welche man ihre Komponenten 
nennt. Die Komponente nach einer beliebigen Biohtaiig 8 
folgt dann zu 

(24) j» = j cos \Jy s) = ;x cos (s, x) cos (s, y) + cos (s, z), 

*) Foari«r, Thaori« analytiiiiie d« la ohalear. Paria 18S2; 
Üben. Berlin 1684. 

2* 
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Grenzen Avii innerhalb eines Körpers ein beliebiges Vo- 
lumen h ab; 80 ist 

(26) Tr.-j&«»(Ä««)<to-jft.*^ 

— unter w»- die innere Normale auf dem Obt rflächerjelement do 
verstanden, und das Integral über die uanzo Olx rlläche er- 
streckt — die ganze dem Yoliimen während der Zeiteinheit 
von außen zuströmende Wärmemenge. 

AVird außerdem innerhalb des Volnmens etwa durch 
einen galvanischen Strom, Wärme entwickelt, woduidi das 
Volumen zu einer Quelle für die Strömung wird, und be- 
zeichnet ttfdk die in dem Kör{ierelement dk während der 
Zeiteinheit entstehende Wärmemenge, so liefert diese Ur- 
sache während der Zeiteinheit für das ganze Volumen k den 
Betrag 

(26) Wi=jufdk, 

das Integral über h erstreckt Die ganze dem Volumen k 
mkonmieiide Menge ist dann also 

(27) W^W^^Wi. 

Sofern dieselbe nur zur Temperaturerhöhung dient und 
andere Um Wandelungen, z. 1>. Änderungen des Aggregat- 
zustandes, nicht veranlaßt, muß für sie nach (12) gelten 

(28) W=fc~dm, 

wobei dm = Qdk die Masse des Voimuenelementes dk und q 
die Dichte bezeichnet. 
Es gilt somit auch 

(29) jc^^dÄ- J>, do+ju/dk, 

oder unter Heranziehtmg des Wertes von i cos (^*| n^) 
nach (24) 

(30) j(^CQ^~ M/j dk = cos {Ui, X) 4- Jy cos 

+jgOOB{ni,0)) do. 
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Nun ist Dach einem bekannten Satze der Integrairecimung, 
falls q) eine innerhalb k reguläre Funktion bedeutet, 

(31) Jqj cos (%, x)do^ — dk, 
also gibt (30) 

(32) /(o,|-f-.')«— /(^ + ^ + 4^),*. 

Diese Gleichung besteht, welche Gestalt und Ausdehnung 
man dem Integrationsbereich k geben möge, falls nur inner- 
halb desselben jx, jyy jg sich regulär veriialten; hieraos folgt 
aber, daß an jeder Stelle von k gelten muß 

(33) + 

Handelt es sich nm eiu System einander hf' rühren der 
Köi*pcr, in deren Zwischengrenzen jx, jyy jg unstetig sind, 
so kann man da;^ licreieb l-r nicht über eine dieser Grenz- 
flächen erstrecken. Indessen liefert f\m gewählte Bild einer 
FlussTgkeitsströmung dennoch eine Beziehung, die in einer 
derartigen Zwischengrenze zwischen zwei Körpern h und i 
stattfinden muß. Die Summe der während der Zeiteinheit 
von der Fläche Eins der Grenze nach beiden Seiten ab- 
flieüeuden Wärmemene^en (/„)/, + {;«),• muß gleich der in der 
gleichen Zeit in (icr Fiächeneinl ioit der Grenze, etwa wiederum 
durch einen galvanischen Stroin, entstehenden Wänntmenge 
sein. Nennt man die letztere w imd bezeiclinet auch bei j 
durch einen Strich den in der Zwischengrenze stattfinden- 
den Wert, 80 gilt hiernach 

Der gewdhnUdie Fall ist der, dais die laamlichen und 
fläehenhaften Warmeentwickelongen w' und w entweder 
streng verschwiaden oder zu vemaohlässigen sind; dann 
nehmen die F<»ine]n (33) und (34) die Gestelt an 

(36) ä.)» + Ü). = 0. 
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Die vorstehende Daistellang enthalt eine erheUidie 
piinzipieUe Schwierigkeit, und zwar in der Bedeatong der in 
(33) und (35) auftretenden spezifisdien Wärme e der be- 
trachteten Substanz^ die nach 8. 11 keine der letzteren indi- 
vidueUe Konstante, sondern eine Funktion der mechaniachen 
Nebenänderungen ist^ welche der Körper bei der Temperatur- 
anderung erleidet. Wir haben aber zunächst weder die 
Mittel, diese Nebenänderungen bei dem Problem der Wärme- 
leitung zu bestimmen, noch kennen wir das (jresetz, welches 
die spezifische Wärme mit diesen Änderungen verbindet. 
Hier liegt ein Problem von großer Bedeutung, das weiter 
unten in Angriff genommen werden soll; vorläufig muß es 
genügen, darauf zu fußen, daß bei tropfbar flussigen und 
festen Korpern die Veränderliehkcit der spezifischen Wärme 
sehr grrinir iVt, und d-aB mnn daher bei dicken in erster 
Linie in Betracht kommende ii Kürpern in einer beträchtlichen 
Annäherunpf das unbekannte c mit dem durch die oben be- 
schriebenen Methoden bcatimmten vertauschen daii. Diese 
Annäherung wird um so bedeutender sein, je kleiner die 
Spannungen sind, die durch die Temperaturdifferenzen im 
Inneren des betrachteten Körpers entstehen. 

§ 11. AbhSngigkeit der Wttrmestrdmiuig Ton der 

Temperaturverteilung. 

Die Waimestromung im Ihneren eines Körpers^ welche 
auf der örtlichen Verschiedenheit der Temperaturen beruht, 
ist nach der Erfahrung an jeder Stelle direkt nur bedingt 
durch das Gesetz der Temperaturanderung in der nächsten 

Umgebung der betreffenden Stelle. Liegt der betrachtete 
Punkt in einem Bereich^ wo die Temperatur ^ sich stetig 
mit den Koordinaten ändert, so kann man dieselbe in der 
Umgebung, d. h. an emem Nachbarpunkt, mit den relativen 
Koordinaten i], Cf luich dem Taylor sehen Lehrsatz in 
die Eeihe entwickeln 



(37) 
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WO die mit dem Index 0 veneheDen Glieder an der Stelle 
(».0, ij^O, C— 0 zu nehmen aind. In erster Annähening 
ist also das Gesetz der Temperaturverteilung durch die vier 
Argumente ^, d^jdx, d^/dy, B'&idz bestimmt» mid in gleicher 
Annäherung wird deshalb die Wärmeströmung nach Größe 
und Richtung oder werden die Komponenten /x> i^t h 
Stromdichte an jeder Stelle sich durch diesel ben vier Aiga- 
mente bestimmen, so daß wir schreiben können 

^^^^ . _ / 

Unter der Annahme kleiner Werte der Dilfereiitialqui'tienten 
di^jdx, B'^ißy, d^jdz kann man die unbekannten Funktionen 
jP^, jPg, nach Potenzen dieser Größen entwickeln und bei 
Rücksicht darauf, daß ohne Temperaturgefälle kein Wärme- 
sti'üin stattfindet, also das konstante Glied gleich Null sein 
muß^ wiederum in erster Annäherung schreiben 

(39) -^.-'hij^ + k.-^-^hs-^, 

. d& dd' 



Die Entwielvt lungskoeffizienten Ihif welche nach dem Gesagten 
noch Funktionen der Temperatur sein können, heißen die 
Konstanten der inneren thermischen Leittähigkeit.*) 
Man führt sie mit dem aus (39) ersichtlichen Vorzeichen 
ein, weil sie auf diese Weise sich nach der Erfahrung in den 
wichtigsten Fällen positiv ergeben. 

Der Ansatz (39) ist innerhalb der gemachten beschränken- 
den Annalimen der allgemeinste, und demgemäß für be- 
liebige anisotrope und selbst inhomogene Körper anwendbar, 



*) Da eine Verwechselung mit dem S. 12 eiDgeführten Zfli<^en { 
ftr latente Wärme nidit ZVL befSrclitan iit, benntso ioh hier das g«- 
brftachUdie Symbol hk* 
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vorausgesetzt, daß die letzteren nur stetig veränderlich sind. 
Er vereinfacht sich, wenn er auf li^Btalle mit gcmssen 
Symmetrien und auf isotrope Körper angewendet wird. Wir 
kommen auf die allgemeinen Prinzipien ftir die Berücksichtigung 
krystallographiBcher Symmetrieelemente weiter unten sorück 
und betrachten hier nur einige spezielle Falle. 

Handelt es siVh z. B. um einen Körper mit drei auf- 
einander normalen Symnietrieebonpn (wie sie ?ieh bei Krystallen 
des litomhiselien Systems tiudcn) und wählt man diese Ebenen 
zu Koordinatenebenen eines Achb^enkreuzes X^, F^, Z^, so 
müssen in dem Ansatü (39) die Koeffizienten mit zwei ver- 
seil iedenen Indices h und k verschwinden: zwei Temperatur- 
steiguiii^en d^jdy^ und di&jdz^ nach der Y^- und Z^- Rich- 
tung k^mnen z. B. keinen Einfluß auf die Wärmeströmung 
parallel haben, da zwei solche von den Beträgen — d'^jdy^ 
und — B'&jds^ nach der Symmetrie die gleiche VVirkur»g geben 
müßten. Hiemach reduzieren sich in dem angegebenen Fall, 
wenn man die dem Koordinatensystem X'\ 1 * , ^^entsprechen- 
den Konstanten, li^j^ in abküizt, die Gleichungen (39) auf 

(40) -V-Jig^, -h'-hj^. -V-i-gjf. 

Sind noch die X^- und die Z^^-Riohtang untereinanderi oder 
ist die X^-Richtong mit irgend einer anderen in der Xf^Y^" 
"Ebene gelegenen Richtung gleichwertig (wie dies \m den 
Krystallen des quadratiBonen^ des rhomboedrisehen nnd des 
hexBgonalen Systems stattfindet), so wird in vorstehendem 
System noch 2i »2». Sind alle drei Achsenrichtnngen gleieh- 
wertig (wie bei den Krystallen des regulären Systemes)i so 
ist lj^=l^=ilg^l, wobei l eine neue Bezeichnung ist, und 
die Formebi (39) nehmen für jedes beliebige Koordinaten- 
system die Gestalt an 

die hiemach auch für isotrope Körper gültig ist. Die 
letzteren Körper sind also durch eine einzige Leitfähigkeits- 
konstante, die man kurz die spezifische thermische Leit- 
fähigkeit nenut^ charakterisiert. 
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§ 12. Ein allgemeiner Satz über die Kiclitung der 

WftrmestFOiniuig. 

Es ma«: hervorgehoben werden, daß zwar nicht nach 
der allpeüK in<ten Theorie, aber nach der Erfahrung das 
System (40) in {gewisser Hinsicht als das allgemeiDste über- 
haupt vorkoiniiK^nde angesehen werden kann. 

Die Beobachtungen haben nämlich gezeigt, daß auch in 
denjenigen Fällen, wo nach den Symmetrieverhäitnissen der 
Kryötall(; die Koeffizienten 4^ des Ansatzes (39) von den 
Koeffizienten lu^ verschieden sein können, ein merklicher 
Unterschied zwischen ihnen nicht besteht.*) Sind aber die 
4k den gleich^ so reduziert sich die Zahl der Konstan- 
ten mit xwel vmdiiiedmien Indises auf drei^ and in diesem 
Falle ist es immer möglich , wie hier nnr erwalint werden 
mag) ein KoordiDatensystem (dasjeuige der thermischen 
Leitfahigkeitsachsen) zu fiadeii» fOr welches die drei Ikh 
mit %%h verschwinden, mid demgemäß das einftche System 
(40) Platz greift 

Dies ist IL a. deshalb von Ihtmsse, weil Jenes System 
«inen sehr ein&chen geometrisohen Zusammenhang zwischen 
der Richtung der Wärmeströmung und der Lage der Zso- 
thermenflSche an jeder Stelle ausdrückt. Um dies darzulegen, 
bemei^n wir, daß analog wie jg sieh nach (23) duich die 

resultierende Wärmeströmung ausdrücken, auch^, 

» dx By B» 

sich als Xompon^ten einer Vektoigröße ansehen lassen. 



die Besultierende aus 4— * ist namiicii die Ände- 

dx' By' B»' 

rang von in der Richtung der Normalen v auf der Fläche 
^»«KoDst (der Isothermenfläche) durch den betrachteten 

B ß 

Punkt, also gleich ; somit gilt 



♦) Ch. Soret, Arck. sc. ph^a. (3) T. 29, S. 356, 1893; T. 32, 
S. 631, 1894. 
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^ ' dx Bv ^' "Bif Bv Bb Bv ^ ' 

Die FonDeln (40) nehmen demgemäß die Gestalt an 

— ;oo8 (>,a:)=«?if^eo8 (vpx), 

V V 

(43) — ; cos 0, y) = cos (v, </) , 

— jco8 U,Ä)=^^cos(y,^). 

und ihr Verhältnis ergibt 

cos (>, a;) : cos (y, «/) : cos (y, ^) 
^ » {i006(t^>^):2,co8(y^y):l^coe(i^,i^). 

Nun gilt aber, wcud man die KichtuDg der Normalen 
auf der Tangentenebene in einem Punkt eines Ellipsoides 
von den Halbachsen a, b, c mit n, diejenige des Radiusvektors 
nach der BerQhrungsstelle mit r bezeidbiet, die Formel: 

co6(r> x): eo8(ry p): C08(r^ier) » cos {n, x)i &*cos(n^ y)ie^coB(n,»y 

Ihre Vcrgleichuiig mit (44) liefert den Satz: Konstruiert 
man ein mit seinen Achsen in die Hauptachsen der 
thermischen Leitfähigkeit eines Krystalles fallen- 
des EUipsoidj dessen Halbachsen resp. mit den 
Quadratwurzeln aus den betreffenden Hauptleit- 
fShigkeitskon stauten proportional sind, so erhftlt 
man zu jeder gegebenen Orientierung der Iso- 
thermenf liehe an einer Stelle des Krystalles die 
Bichtung der zugehörigen Wärmestromung, indem 
man an das Ellipsoid eine Tangentenebene legt, 
parallel zur Tangentenebene an der Isothermen-' 
fläche in dem betrachteten Punkte, und deren Be- 
rährungspunkt mit dem Zentrum des Ellipsoides 
verbindet Die Bichtung dieses Eadiusvektors im 
Sinne von höheren zu tieferen Temperaturen gibt 
die Richtung der Wärmeströmung an. 

Durch die reziproke Konstruktion bestimmt sich die einer 
gegebenen Wärmestromung entsprechende Orientierung der 
]teothermenfladbe an einer beliebigen Stelle des Krystalles. 
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Für regulaie Krystalle und für isotrope Medien d^j^eneriert 
das EUipsoid zur Kugel; hier findet also die Wirmeströmimg 
stets normal zu den Isothemenflächeii statt» yhb auch direkt 
aus (41) erkennbar ist^ 

§ 13. Weitere 0T6iiKbeding:iuigen« 

Setzt man die Ausdrücke (39) für j^, j, in die Formeln 

(35) und (36), so erhält man die Fundamentalgleichungen 
der Wärmeleitung anssrhließlich durch die Temperatur -d" 
ausgedriickt. Ihnen orcli^et eine von dem Bisherigen unab- 
hängige Beziehung die Krtahj'iin<:statsac]ie zu, d«ß die 
Temperatur stetig durch die Grenze zwischen zwei 
Körpern geht, während ihre Diffei entialquotienten im 
allgemeinen springen. Wir können also den Formeln (35) 
und (36) als weitere Bedingung für die Grenze zwischen 
zwei Körpern h und i zufügen 

(45) Ä = 

Hiermit stellt sdbeinbar im Widerspruch, daß man, wie 
schon S. lö benutzt, in einer Flüssigkeit durch lebhaftes 
Umröhren eine konstante Temperatur bis ganz nahe an 
einen von ihr bespülten, anders temperierten Körper her- 
stellen kann. Man muß sich demgemäß vorstellen, daß hier 
der ganze Temperatnrabfall in der dünnen, den Körper be- 
netzenden und von der Bewegung wenig berührten Flüssig- 
keitshaut stattfindet. 

Der dabei stattfindende Vorgang ist theoretisch sehr 
schwer zu verfolgen; nach der KHahrung kann die Wfirme- 
menge, die aus der Flüssigkeit in den Körper tritt, tiir die 
Flächeneinheit in einer rohen Annäherung proportional mit 
der Differenz zwischen der räumlich konstant erhaltenen 
Temperntiir -^f der_ umgerührten Flüssifikeit und der Ober- 
fläch entern pemtur 1^ des festen Körpers gesetzt, somit also 
bei erneuter Einführung der Bichtung % der inneren Nor- 
male geschrieben werden 

(46) ]n =/cos 0', w.) =7 (i^/ - ^). 

Der Faktor T den man wohl als Konstante der äußeren 
Leitfähigkeit bezeichnet^ ist dabei beträchtlich von der 
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Geschwindigkeit abhängig, mit der öich die Flüssigkeit nächst 
dem Körper bewegt, wie das nach dem oben Ausgeführteo 
sich begreifen läßt. 

Nach den GnmdTOraiissetzungen der voistehenden Ent- 
wiokdung ist bei derselben die auf merkliche Entferniing 
wirkende Wfirmestrahlung ignoriert; sie spielt in der Tat 
in festen und flüssigen KOrpem neben der Leitung eine 
untergeordnete Bolle; ihre Wirkungen in sehr Ideinen Ent- 
fernungen trennen n6k auch ersichtÜoh nicht von den Lei- 
tung^wirkungen. 

Bei den Gasen ändert sich dies VerhSltniSt und hier 
bietet eine befriedigende Theorie des Vorganges des Winne- 
austausches größere Schwierigkeit. Eine sununarische Be- 
rücksichtigung des Gewinnes, den ein fester oder flüssiger 
Körper durch Leitung und Strahlung seitens eines um- 
gebenden Gases erföhrt, wird durch eine Formel von der 
Gestalt 

(47) Jn = J cos (y, Wrf) - J?' (5, 

gegeb^^ in welcher % ^ frfihere Bedeutung haben, 
und d,i die Temperatur des umgebenden Gases^ JPeine un- 
bekannte Funktion der beiden Argumente # und be- 
zeichnet £äne erste Annäherung in der Entwickelung von 
F nadb Potenzen von i^ und wurde, da bei gleichem 
? kehl Wärmezufluß stattfindet, auf die Gleidbung (46) 
zurückfuhren, nur daß hier an die Stelle von träte» 

§ 14. Dimensionen der Wärmeleitungsfunktionen und 
allgemeines über ihre experimentelle Bestimmimg. 

Was die Dimensionen der in denWärmeleitungsgleichmigen 
auftretenden Funktionen angeht, so sind die Stromdichte der 
Wärme ; und ihre Komponenten nach den bezüglichen Defini- 
tionen auf die Flächen- und die Zeiteinheit bezogene Wäime- 
mengen^ d. h.^ es gilt 

(48) Ul^wl-H-K 

Aus dieser Formel ergibt sidi dann weiter in Verbindung 
mit (39) die Dimeusion der Konstanten der inneren Leit- 
fiäiigkeit 
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(49) Pfc»]-i£»|-U-^T-S 

ebenso in Verbindung mit (46) die Dimension der äußeren 
Leittaiiigi^eit 

(50) [i]^wl-H-^T-K 

Die Behandlung und Anwendung der Gleichungen der 
Warmeleitung ist ein Problem von so großer Ausdehnung 
lind Bedeutung, dafi Heine Einbeziehung in den Kähmen 
diebes Buches vulltitändig aupgeschlossen ist. Wie wir uns 
in den vorigen Abschnitten darauf beschränkten, die Prin- 
zipien der wichtiursten Beobachtungsmethoden ohne er- 
schöpfende Theorie \orzuführen, so kann auch hier nur 
eine Skizze der einfaeliRten, wenngleich nicht stets genauesten 
Metho(len zur Bestinmiung der äußeren mid der inneren 
Lieitiälii^ikeiien gegeben werden. 

Allgemein ist dies hervorzuheben. Beschränkt man sich 
auf stationäre Zustände, bei denen also die Temperatur 
zeitlieh nicht variiert, d^/dt^^Ojst, läßt aber alle möglichen 
oben beBproehraen Fälle des Überganges von Wirme von 
einem jsa einem anderen Medium sxl, so erhält man ein 
Gleichungssjstem für ^, das nnr die Verhältnisse der 
Kcmstanten der inneren und der äußeren Wärmdeitung en^ 
Mit. Wie man hier also auch verfahre, man kommt durch 
Temperaturbeobaohtungen unter keinen Umständen zu ab-* 
soluten Werten y es sei denn, daß for einen Körper des 
Systemes zuvor eine absolute Bestimmung auf einem anderen 
Wege gewonnen ist. Diese letztere läßt sich aber durch eine 
Bedbachtnng des veränderlichen Zustandes bewirken; denn 
wenn d^fdi nidit verschwindet, so enthält Gleichung (35) 
nicht nur die Verhältnis&e der unter sich, sondern auidi 
deren Verhaltnisse zu dem Produkt cp, das, wie wir wissen, 
auf andere Weise, als durch Wärmeleitungsbeobachtungen, 
bestimmt werden kann. 

Unter den Beobachtungen sowohl über den stationären, 
wie über den veränderlit^hen Zustand haben einige die merk- 
würdige Eigenschaft, daß ihre Theorie ohne umständliche 
Integration der Differentialgleichungen der Wärmeleitung und 
somit ohne den Aufwand an Analysis erhalten werden kami, 
den wir hier gerne venneiden. Wir wollen uns bei der Be- 
sprechung auf diese beschränken. 
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§ 15. Beobaehtmig der gegen die StFomrlehtnng 

geneigten Isothennen« 

Gehen wir von den Gleichungen (40) aus, und fuhren 
wii* in sie ein Koordinatensyötem ein, das aus dem dort 
vorausgesetzten durch eine Drehung <p um die J?-Achse er- 
halten wird^ setzen also 



(51) 
tind 



(52) 



— «-008 9.-5^ ein 



60 liefern sie 



wobei 

= 008^97 + 4 sin «9?, l22='h^^^9 + h<^*99 

Wird nun eine Wärmeströmung erzeugt, bei der gleich 
Null ist; so ergibt sich 

(55) ^l5J+^-dy=0^ 

die Isothennenflächen sclmeiden hiemach die XF-Ebene in 
Greraden, deren Normale v, eine Richtung besitzt, bestimmt durch 

(56) *K i'^ = ä*/-« , h.- 

Gelingt es also einerseits, eine Wärmeströmung hervor- 
zurufen, die keine X-Komponente besitzt, d. h. in einer ver- 
langten Ebene durch die Haiiptleitfähigkeitsachsc verläuft, 
und ist es andererseits möglich, die Schnittlinie ciiier Iso- 



Digitized by 



§ 15. Beobftehtmig dw IiolilimMiD. 



31 



thennenflaehe mit der zur Z^-Achae nomuden Ebene sieht-* 
bar zu machen, so gestattet eine ein&che Winkehnessung 
eine BestimmuDg des YerhältnisseB*) 



(57) 



(^1 — ^2) ®^ 9^ ^ 
Iii h sin * 9? ' 

(?, — ?.) sin 2 97 



und damit auch von 



j resp. von j-. 



\ 

\ 






\ 


r 


r 




i — . 









Beide Bedingungen sind leicht zu erföUen« Schneidet 
man auB dem Kiyatall eine rechteckige Platte von beliebiger 
Dicke normal zu einer der Hauptleitfähigkeitsach f; cn (über deren 
Bestimmung in den Fällen^ wo sie nicht durch die Symmetrie 
des KrystaUcB unmittelbar gegeben sind, weiter unten zu 
sprechen sein wiid)| halbiert sie parallel einer Kante und 
lattet die Stücke» nachdem man eine von ihnen umge- 
kehrt hat^ wieder zusammen, so erhält man ein Präparat, in 
dem, wie die Figur 2 zeigt, die Achsenkreuze in den 

beiden Hälften einander spiegelbildlich entsprechen. Stellt 



*) W.Voigt, WiecL Ann. Bd. 60, S. 860^ 1897. 
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man diea Präparat mit der Seite ah normal auf eine gleioh- 
f5niiig erwSrmte Untodage^ so miifl nadi Symmetrie die 
WSrmeBtrdmung in der zur Y-A chse ge wlhlten lutteUinie olme 
X-EomponeDte verlaufen, also der gesteliten Bedingung ^55) 
genügen. Die Iflothermenllnien aßy in den Pr&paratennSlften 
mtaien dort also gegen die X-Adi^e nm eineD Winkel a ^ {v,, y) 
und gegeneinander um den Winkel n — 2 a geneigt sein^ den 
(56) nnd (57) durch die Konstanten l^y und den Winkel tp 
aoedrQoken. 

Um die Isothermenlinien auf einer Fläche sichtbar zu 
machen^ überzieht man letztere nach einem Vorsclilag von 

De Senarmont*) passend mit einer dünnen Schicht einer 
leicht schmelzbaren Substanz, welche die Eigenschaft hat^ 
die Grenze, bis zu welcher die Schmelzung fort^scbritten 
war, auch nach dem Wiedererstarren zu zeigen. So gelingt 
es leicht^ den Knickungswinkei der Isothermen bei den be- 
schriebenen Präparaten mit einer ziemlichen Genauigkeit zu 
mesHen. Zwei Platten, parallel zweien der Symmetrieebenen 
Y^Z"^, Z^X^, X^Y^, genügen, um das Verhältnis aller drei 
Konstanten : l, : abzuleiten. Am vorteil liaf testen ist es 
dabei, die Richtung der erzeugten Wärmeströmimg, also die 
F- Achse in Fig. 2, den Winkel zw'^chen zwei Leitfähigkeits- 
achsen, also zwischen X® und ebenda, halbieren zu lassen. 

Ist die Tja<?e der Leitfähigkeitsachsen nicht direkt aus 
der Symmetrie des K^ystalle^ erk( imbar, so kann man sie 
aus Beobachtungen mit beliebig orientierten Platten, wenn- 
gleich ziemlich umständlich, ableiten. Fünf Platten genügen 
auch im allgemeinsten Falle zur Bestimmung der Achsen- 
richtungen und des Verhältnisses : ig : h- Auf diese Auf- 
gabe kann hier nicht eingegrineren werden. 

Das beschriebene Verfahreii ist vollständig strentj, er- 
fordert keine Berücksichtigung der äußeren Leitfähiokeit und 
kommt mit geringen Temperaturdifferenzen aus, was bei 
manchen Substanzen wesentlich ins Gewicht fallt 

§ 16. Wtaneleituiig in dfinnen Platten* 

Wichtige andere Beobachtungsmethoden setzen Prä- 
parate voraus, bei denen eine oder zwei Dimensionen sehr 
klein sind g^n die dritte, also Platten oder Stäbe* 

Do Senarmont, Oompt R«nd. 25, p. 459, 707. 1847. 
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Für eine dünne Platte betrachten ivir als obaiakteristisoh. 
daß die Änderung der Temperatnr in der Dioken- 
dimension neben der in beobaebteten Breitendimen* 
sionen stattfindenden yernach läse igt werden kann, 
daß also mit der in der Dickenrichtung stattfinden* 
den mittleren Temperatur gerechnet werden darf. 

Wir gehen von der Fonnel (35), d. h. also von der 
Bemehang 

ans, legen die Xl^Ebene in die Mittelflache der Flattei 
mnitiplisieren die vorstehende Gleichung mit dg und inte^ 
grieren über die ganze Dicke D der Platte. Bei Einführong 
der mittleren Temperatur S und der mittleren Strdmungs- 
komponenten und durch die Beziehungen fd- dz =» OD, 
jjcdz^J^B, jj^dfs^J^D erhalt man dann sunaohst noch 
streng 

(58) c,!)^— i>g+^')+;_-,,., 

wobei und sicli auf die negative und die positive Seite 
der Platte beziehen. Ferner ist nacli (47), da die 2^ormale 
auf der Platte mit ±^8 zusammenfällt, 

(59) H-i_«JF'(^_,i?«), ~-;V = i^(^+,i?«), 

unter und die Teniperntiircn in der negativen imd in 
der positiven Grenzfläche der Platte, unter i>„ die ringsum 
konstante Temperatur der Umgebung verstanden. In Ao- 
naherung ist dabei nach S. 28 F{^y^^) gleich i?). 

Wir erhalten somit, indem wir nun die obige Annahme 
einfahren, d. h. und ^+ mit B vertauschen, 

«,i>^— D(§ + ^) + 2m*4, 

oder bei Einsetzung der Werte und JL nach (39) und 
bei entsprechender Yemadilassigung der Glieder 

^» ei ' ^« ei 
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+ 2F(9,«,). 

Hier können wir joderzi it durch Wahl einer geeigneten 
Lage des XF-Achssenkroiizes die Summe ?j2 + ^2i 2U Null 
machen, was wir als geschehen annehmen wollen. 

Dann läßt sich sehr leicht ein wichtiger Satz ableiten 
Är den spezielU n Fall, daß die Platte nach außen unbegrenzt 
ist, und daß dir W^ärme nur in dem Koordinaten anfangs- 
punkt, den wir etwa durch einen Ideinen Kreis ausgeschnitten 
annehmen können, zugeführt wird. Hier ist keine andere 
Bedingung zu erfüllen, als daß zu dieser inneren Begrenzung 
ein Wännestrom eintritt; bei ihrer Kleinheit ist auch die 
Verteilung der Stromdichte über die Grenzkurve wilikürlich 
und nur die Gesamtstärke des Stromes vorgesehrieben zu 
denken. 

Wir nehmen nun an, ß enthalte die Koordinaten nur 
in der VerbinduDg 



(61) 

dann ist 



und unsere Gleichung (60) wird zu 

Es zeigt sich, daß duroh unsere Annahme x und y aus 
^es Gleichung versohwnnden gind, daß die Gleichung dnroh 
unsere Annahme also erfüllt wird. Zu einer beliebigen 
Zeit ist sonach B konstant auf den Kurven, auf welchen r 
konstant ist; d. h., die Gleichung r = kon8t. bestimmt den 
Verlauf der Isothermen in der Platte, gleichviel ob d-&/dt 
verschwindet oder nicht, ob es sich also um den stationarep. 
oder um den veränderlichen Zustand handelte 



Digitized by 



§ 17. WärmeleitttDg in dOnnen Stäben. '6b 

Führt man einer seitlich unbegrenxten dünnen 
Platte ans einem Kry stall Warme nur in einem 
Punkte zu, so sind sowohl für den stationSreni wie 
für den veränderlichen Zustand die Isothermen ahn- 
liche Ellipsen von der Gleichung 

-+^-*, 
^1 h» 

unter k eine Konstante verstanden. 

Hierbei kann die beschränkende Festsetzung fehlender 
seitlicher Begrenzung dann fallen gelassen werden, wenn die 
vorhandene Begrenzung ibermisch nicht wirkt, d. h. wenn 
an ihr eine merkliche Temperaturändenmg infolge der inneren 
Wärmezufuhr nicht stattfindet. 

Der abgeleitete Satz enthält die Theorie des De 8e- 
narraontschcn Verfahrens*) der Bestimmung der Verhält- 
nisse der Leitfähigkeitskonstnnton (h^r Krystalle durch Aup- 
messung der Achsen der iRotliennenellipsen, welche in einem 
dünnen Wachs Überzuge einer Krystali platte dadurch sichtbar 
gemacht werden, daß raan einer Stelle- der Platte Wärme 
zuführt, etwa durch Aufsetzen eines zugespitzten heißen 
Kupferdrahtes. Enthält die Ebene der Platte die Leit- 
iähigkeitsachsen und Y^, so gibt diese Beobachuuig un- 
mittelbar das Verhältnis und zwei Platten parallel 
zwei der drei Ebenen Z% Z^X^, genügen zur 
Bestimmung von l^il^il^. Sind die Richtungen der Leit- 
fähii^rkeitsachsen nicht direkt angebbar, so hat man im all- 
gemeinen die Messungen an fünf verschieden orientierten 
l^latLen zu kombinieren, um die Achsenrichtungen und das 
Verhältnis liil^:!^ zu bestimmen. Die Methode setzt, um 
zuverlässig zu sein^ sehr dünne Platten und überdies sehr er- 
hebliche Temperaturen in der Zuleitimgsstelle der Wärme 
voraus, um den Schmelzkurven eine genügende Ausdehnung 
zu geben. 

§ 17. Wärmeleitong in dannen Stäben. 

Bezüglich der dünnen Stäbe machen wir die zu der 
S. 33 über PJatten ausgesprochenen analoge Annahme, daß 
die Variation der Temperatur auf einem Querschnitt klein 

*) De Senarmont L o. 

8* 
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Bern soll gegenfiber den in der LSngsriobtang dee Stabes 
beobachteten Unterschieden , so dafi man inun^ mit einer 
Mitt^mperatnr der QjnerBchnitte rechnen kann. 

Wir gehen wieder von der Gleiehnng (35)» d.h. also von 



aus, logen die ^Acbse in die Stabachse, etwa in die Gerade, 
weiche die Schwerpunkte der Querschnitte verbindet, multi- 
pluderen die Gleichung mit dem Klemcnt dq des Quer- 
schnittes und integrieren über den ganzen Querschnitt Q. 
Bei Einführung der mittleren Temperatur ß und der mitt- 
leren Strömungskomponente Jg durch die Beziehungen 
f^dq^SQ, Jj,dq = J,Q und bei JB^UltBODg der m (31) 
analogen Fonndhi 

^^^^ " ^) ^ ' 



(in denen ds daa linienelement der Bandkurve von Q be- 
aeidhnet) erhalt man dann 

(^) ^^Q-ßj C08 (n,-, x)+J, 008 (fii, y)) ds. 

Hierin stellt der Ausdruck in der Klammer die Kom- 
ponente der Strömung nach der Richtnng von dar, ist 
also identisch mit j cos (.;, n,). Demgemäß wird die Formel 
(47) anwendbar, welche liefert 

(65) CtfÖ^ 

nnter 7 die Temperatur in dem Handelement ds verstanden. 

Soweit ist die Betrachtung durehaas streng. Setst man 
nun aber filr den aus (39) folgenden Wert^ so erhSlt man 
nach der Definition von Jg 

Cd ^ CB 5Ö 
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alBO wegen (63) 

— J,Q^—l^^p cos (n^, x) ds — i,J^co8 {ni,y) äs + l^Q~, 

Hierin ist ^einaß der im Einn^ung gemachten Annahme ^ 
längs der liandkurve eines Querschnittes als konstant zu be- 
trachten; die Integrale f cos (w, , rr) (fe und f cof^ (n, , y) ds ver- 
schwinden aber für jede geschlossene Kurve, wie man leicht 
erkennt, wenn man die Beziehungen cos (n.-, x) = cos {s, p), 
co3(w,, y) = — cos(s,a;) beachtet. Aus dem gleichen Grunde 
kann man das Integral in (65) mit SF{S,^u) vertauschen, 
wobei S die Länge der Randkurve des Querschnittes be- 
zeichnet So erhalt man aus (6ö) schließhch 

(66) ceQ^--k.Q^+S^(e,^n), 

«robdniaa in der Begd f&r JP(0» die Aiiiiaheniiig7(8 — 

einföhrt, unter T die Konetante der Süßeren Leitfähigkeit yei<- 
standen. 

Nach dieser Formel kann man also mit Stäben, welche 
je einer der Leitfähigkeitsachsen paiallel sind, doroli Be- 
obaehtODg des veränderlichen Zustandes bei bekanntem cq 
direkt die Werte Ii, l^, und 7 bestimmen. Die Methode ist 
trotzdem nicht sehr empfehlenswert, weil bei ihr das letzte, 
die fiofiere Leitföhigkeit enthaltende Glied dnen mßen Ein- 
floB fKbt und in seinem Gesetie nur unvollkommen pekannt ist. 



§18. Breehang 

Im vorstehenden bind wesentlich nur solche Fälle be- 
trachtet worden, in denen ein Ubergang von Wänno aus 
einem Körper in einen anderen nicht direkt zur Beobachtung 
gelangte. Indessen knüpfen gerade an diese Ubergange 
Methoden zur Bestimmung thermischer Konstanten an. Da 
außerdciii lür den Übergang der AVärme Gesetze gelten, die 
auch an sich Interesse besitzen, so mag auf diese Frage näher 
eingegangen werden. 

Wir betrachten das Element der Grenzflaohe (h, i) zwischen 
swdi WAnnekitem (A) und (i), die im allgemeinen Eiystalle 
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ßciri mögen, legen die X F-Ebenc unseres Koordinatensyst< mes 
in das Flärhrnelemcnt und haben dann, dn jetzt j cos (n, j) 
mit 4: iü identisch wird, als Bedingungen üür den Wärme- 
übergang nach (46) und (36) 

(67) a)H=G,)i. 

Diese Bedingungen gelten för alle Punkt« des Flächen- 
elementes; wir können also die erste nach x und p differen- 
züeren und erhalten, indem wir noch in die zweite für /, den 
Wert aus (39) einsetzen 




Dabei deuten die Indices h resp. i an den Klammem an, 
daß der ganze Ausdruck für das Medium {h) rtay. (i) ge- 
nommen werden soll. 

Nun denken wir das Koordinatensystem XY um die 
Z-Achse derartig gedreht, daß (c'^/c j/jA verschwindet, d. h. 
daß die Achse parallel ist mit den Schnittlinien der Flachen 
*~ Konst (der Isothermenflfiohen im ersten Medium) mit dem 
bietraditeten FlSoh^element der Greose. Dann ist nadi der 
zwdten Fonnel (68) auch (B^ldy)i=0, d. IL^ die FIfichen ^, 
» Konst (die leiotliermaiflichen im zweiten Medium) echneldeii 
das FlSchenelement gleich^ills in Parallelen zur F-Achse. 

Hieraus eigibt sieh^ daß bei dem Übergange der Winne 
von einem Medium in ein anderes ein Analogen zum ersten 
Brechungsgesetz für ebene Lichtwellen besteht, dahingehend^ 
daß, wenn die Nonnalen auf den Isothermenflachen ^ Konst. 
lesp. Konst nächst dem Element der GrenzflSobe (h,%i 
mit Vk resp. n und eine Ebene durch das Lot n auf der 
Grenze und durch die Normale als die Einfallsebene der 
Isothermen bezeichnet wird, dann die Kormale iv der 
Einfallsebene Hegt (s. Fig. 3). 

Die Formeln (68) reduzieren sidi nmi ffir dieses spezielle 
Koordinatensystem auf 
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oder nach Division der enten in die sweite und bei Ber&ek- 
(Eoehtigoogy daß 

iat, unte ipk den Winkel zwisdien Vh und der Z-Aehse vei^ 
standen, auf 

(70) Äl + ^88Ctg9^)jk=(?31+^Ctg9).. 

Diese Formel gibt das Analogen zu dem zweiten 
Brechongsgesetz des Lichtes^ nämlidi die Bestinunmig des 
Brechungswinkels einer Isothermenfläcbe aus dem Einfalls- 
winkel und aus thennisohen T/^H?fiihigk^itffVi>n»***"^-**» der 
beiden Medien. 




Ftf. 8. 



Die Analogie wird nootb angenfaUiger, wenn die tf-Achse 
für beide Medien mit einer der thermischen Leitfahigkeits- 
acbsen zusammenfällt Hier sind die beiden Konstanten 
gleich Noll, und man erbalt einfach 

(71) tg : tg (f i = {1^s)h : {hs)i • 

Die Tangenten des Einfalls- und des Brechungs- 
winkels einer Isothermenfläche verhalten sich hier 
wie die thermischen Leitfähigkeiten beider Medien 
in der Kiclitnnsr des Kinf allslotes. 

Ist das erste Medium isotrop, so tritt ll^ an Stelle von 
(Hig)*; sind beide Medien isotrop von den Leitfähigkeiten 
Ik und Ii, so wird die letzte Formel zu 

(72) tg^A-tg9?^«4k:^. 
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Da w nun nach S. 32 möglich ist^ die IsothennenfläobeQ 
bis zu einem gewissen Grade sichtbar zu machen, so geben 
die vorstellenden Formeln die Theorie einer sehr einfachen 
Metbode zur Bestimmung des Verhältnisses von thermischen 
Leitfahigkeüakonstanten für zwei Medien» also, wenn fnr ein 
Medium deren Absolutwert bekannt ist^ sur Bestunmung des 
entsprechenden Wertes für jedes andere Medium. 

Hierzu wendet man am besten die 
Substanzen in Form von dünnen (bei 
Krystallen parallel der Ebene zweier Leit- 
fähigkeitsachsen geschnittenen) Platten 
an, bei denen die IßothermeDflächeD in 
großer Annäherung auf den Grundfläehea 
senkrecht stehen. Infolge hiervon kann 
man die Mittelfläche der Platte als die 
Einfallsebene der Wärmeströmung an- 
sehen und auf die Kurven, in denen 
Fif. 4. die Isothermenflächen die Grundflachen 

der Platten schneiden, die obigen Gleich- 
ungen (70) bis (72) anwenden. Uber die Methode zur 
Sichtbarmachung derartiger Kurven ist oben gesprochen 
worden. 

Am bequemsten wählt man die Präparate in Form von 
Rechtecken, in denen die Diagonale die Grenze zwischen 
den beiden verschiedenen Körpern darstellt. Werden die- 
selben in der früher beschriebenen Weise mit einer dünnen 
Scbidht einer leicht schmeUbaien Substanz fiberzogen und 
dann von einer Seitenflädie ah her erwannt> so entstehen 
Schmekkurven von der in der Fig. 4 dargestellten Form« 
Die Winkel 94 und g>i lassen sich leioht mit jdemlicher Ge- 
naui^eit bestimmen*). 

§ 19. Direkte Beobachtung der Intensität der 

Wärmeströmong. 

Die denkbar einfiicliste Methode zur Bestimmung ab- 
soluter Werte von Leitföhigkettskonstanten wfirde die seiui 
direkt die Wärmemenge au messen, welche durch eine hin- 



*) W. Voigt, Wiad. Ann. Bd. 62, S. 95, 1898. Pocke, Wiad. 
Ann. Bd. 67, S. 182, 1899. 
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reioheiid große ebene Platte ans dem za untersiioheDdeo 
Kdrper bindiirchgeht; wenn man üue • beiden B^rensangs- 
ebenen a und h auf konstanten Temperatoien ^« und er- 
hält. Eine solche Anordnung kann in ziemlicher Annähe- 
rung in der Weise realisiert werden, daß man die eine Fläche 
der Platte mit gesättigtem Wasserdampf, die andere mit Eis 
von 0^ C. in Berührung bringt Wasserdampf gibt bei der 
Kondensation dne so große Wärmemenge ab> Eis nimmt bei 
der Schmelzung soviel Wärme auf, daß, wenn anders Sorge 
getragen wird, die erzeugte Flüssigkeit andauernd zu entfernen, 
bei diesen Berührungen die Tempemtiiren der Grenzflächen 
sehr nahe gleich denen des Dampfes und des Eises sind. 

Legen wir die ^-Achse in die Plattennormale und berück- 
sichtigen, daß 1? von x und y unabhängig ist und daß ein statio- 
närer Zustand stattfinden soil^ so liefert Gleichung (35) u. (39) 

('») ' ^-«. 

also 

(74) ^mma-^-ßs, 

oder wenn man die Platte durch die Ebenen i9»0 und 
b^prenzt^ 

(75) d-t^.+(^-*.)^/<?. 

Der Ausdruck für den Wärmestrom jg^j in (39) nimmt 
hiernach die Form an 

(76) j = ks(^a-^b)/d. 

Die Beobachtmig vom j, ^tt9 ^ nnd d liefert also eine ein- 
fache Bestimmung von Igg. Der Wert ; aber läßt sich er- 
halten durch Messung des io der Zeiteinheit an beiden 
Grenzflächen »"zeugten Wasserquantums; bezciclmet man näm- 
lich die Schmelzwärme mit 8, die Verdampfungswarme mit 
Df die bezüglichen Wassermengen mit m« und m4, so ist 
nach (15) 

(77) i^8m,^Bmg. 

Diese Methode leidet nur an der Unsicherheit der Bestimmung^ 
von und nitf« 
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Eine Modifikation der Anordnim^ befreit hiervon.*) 
Sdmltet man sn unterBuchende Hatte swisdien xfni 
Ealoiimetery die mit veraohieden temperiertem Wamer gef&llt 
sind mid hinlänglich gro^ Maseen davon enthalten, um 
duich den Wameaustanscli in ihrer Tempeiator nnr langsam 
geändert au werden, so kann man in großer Annahemiig 
den Zustand der Platte in jedem Augenblick als durch die 
Gleichung (73) des stationären Zustandes bestinmit betrachten 
und demgemäß für d den Wert (74) benutzen^ in dem nun 
aber a und ß langsam mit der Zeit variieren. 

Indessen ist es jetst nicht erlaubt» die Temperaturen 
der Bäder ^ und ^ als denen der Grenzfläclien der Platte 
gleicfa zu betrachten; zwischen ihnen sind vielmehr Beziehungen 
von der in (46) gegebenen Form anzusetsen, nämlich an 
schreiben 

(7 8) I. (l^i -^a)-'-kB^-l (^ft - ^60 , 

wobei laf die besugHchen äußeren Leitfähigkeiten beseichnen. 
Unter B^uteung des Wertes (74) von & erhält man Üerana 

(79) JaW-a) kaß^Ua^ßd-^-^h 

und dies gibt 

(80) i—h»ß= + ^' 



oder andi 

- 0!, 

(81) Jl+1+^' 

Wir wollen der Einfachheit halber anndmien, daß 
Temperatur konstant erhalten und die Yeränderung von 
di gemessen wurde. Für letztere gilt dann nach {14t), wenn 
My e Masse und «peaifische Wärme des Kalorimetergeföfiesy 
analoges för die Ealorimeterflüssigkeit und Q den 
Querschnitt der Platte bezeichnet^ und wenn das Kalorimeter 
als nach außen thermisch isoliert betrachtet werden darf^ 



*) V«ntzke» Gött. Nachr. y. 1691» a 121. 
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(82) 1 

was wir kurz schreiben 



(83) 



Bezeichnet den Wert von ^ snr Zeit ^—O, so eij^t 
hierane 



(84) 

Die Beobachtimg des zeitlichen Verlaufes von gestattet 
also die Bestimmimg von 

Hierin darf Mc and M^c^ als bekannt geHen; die äußeren 
Leitfähigkeiten Ii und \ lassen sich eHmimeren, indem man 
eine zweite Platte von derselben Subetans und Orientieraiiff^ 
aber von verschiedener Dicke anwendet Findet oßa 
hierbei ein Wert N' statt so Hefert die Komhination 
beider 

(86) ^ N^N'^{Mc-\^M,c)-^^^, 

und damit die Bestimmung des Absolutwertes von 2^. 

Die oben angenommene thermische Isolation des Kalori- 
meters nach auß^ ist natürlich in Wirklichkeit nidht afreng 
errdcht. Dieser Umstuid, wie auch die Inkonstanz der 
äußeren Leitfähigkeiten und h erfordern Konektionsbe- 
traohtungen, auf die hier nicht eingegangen werden kann*). 
Die beschriebene Methode ist für sohleohte Ldtsar besser 
geeignet^ als ffir gute^ weil bei sehr großem 2^ der^ eigent- 
lich gesuchte Ausdruck in N klein neben (l/U+'^ßb) 
Bein kiüiii und sich dann nur ungenau bestimmt. 



♦J Fooke 1. c. 
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' § 20. Die Methode des elektriseh geheilten Korpers. 

Die Schwierigkeit der Bestimmung absoluter Werte 
der thermischen Leitfähigkeiten guter Leiter ist in dem 
praktisch vielleicht wichtigsten Falle, dem der Metalle, 
auf eine sehr schöne Weise lungciugen durch eine neue 
MeÜhode^ die man Fr. Kohlrausch*) vordankt Bei der- 
selben whd b«MitBt^ dafi dieee Köiper den elektrieohen Strom 
leiten imd durch ilm erwärmt weiüen; es wird der atattonire 
Zustand beobachtet in dem VtlXie, daß das untersuchte^ nach 
aufien im fibrigen thermisch und elektrisch isolierte Metall« 
stock in awei begrenaeoden Flachen und gleichaeitig 
konstante Temperatur und dektrisofaes Potential besttst In 
diesem Falle mtaen> wie sich aeigen läßt, allenthalben 
die Flächen konstanter Temperatur und diejenigen konstan- 
ten Potentiales zusammenfalleni und die Temperatur ^ kann 
demgemäß die Koordinaten nur in der Verbindung <p des 
elektischen Potentiales, ebenso 97 dieselben nur in der 
Kombination ^ enthalteu. Unter dieser Annahme ist das 
Problem des elektrisch geheizten Körpers sehr leicht in 
folgender Weise zu erled^n.**) 

Bei einem isotropen Körper fließt nach S. 27 der 
Wärmestrom normal zu den jUothermenflachen i^^konst, 
außerdem der elektrische Strom normal zu den Potential- 
flächen 97 = konst. Da nun beide Flächenarten nach dem 
Obigen überall zusammenfallen, so können wir den elektrisch 
geheizten Körper durchaus in fadenförmige Elemente zerlegen, 
von denen jedes seine Enden in den Querschnitten qa und 
qi hat und den Kanal für eine g]eichz( ititi^e Wärme- und 
Üilektrizitatsströmuug darstellt (siehe Fig. 5). 

Damit der Zustand stationär sei, muß die durch jeden 
Querschnitt q desselben Elementai-fadens fließende elektrische 
Stromstürke die gleiche sein, imd es muß die in jedem Ele- 
ment ein( s solchen Fadens durch den elektrischen Strom 
per Zeiteinheit entwickelte Wäi'memenge gleich der Siunme 
deijenigen sein, die in der gleichen Zeit durch die beiden 
das Element begrenzenden Querschnitte und q^ abfließen. 

Bezeichnen wir die elektrische Stromdichte, welche 
durchaus der thermischen Stromdichte von S. lü parallel 

*) Fr. Kohlrauach, Berl. Bez. 88, p. 1711. I999r' 
**) W. Voigt, QötX, Nachr. t. 1899, p. 288. 
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geht, mit j% so ist die erste Bedingung ausgedrQekt in 
der Gleidning 

(87) rq^c, 

wobei c längs deBselben Etementaxfadens konstant ist. 

Um die zweite Bedingung su fonnulieren, ist in Betraobt 
all neben» daß nach dem Gesetz von Joule in einem Faden- 
element von der Lange ds und dem Qoerschnitt q ein 
elektrischer Strom von der Dichte j\ also von der Starke j'g, 
während der Zeiteinheit eine Wärmemenge {j'^-r ent- 
wickelt, unter r den Widerstand des Elementes verstanden. 
Nun ist aber r = ds/ql% £alls die elektrische Leitfähig- 
keit bezeichnet; denmaob gewinnt die entwickelte Wanne- 




Vlf.ft. 

men^ den Wert qds/Vy und falls man die durch die Quer- 
schnitte und parallel strömenden Warmemenjo;en mit 
gi/j und ^2^2 bezeichnet, lautet die Bedingung iür den 
stationären thermischen Zustand 

(88) «, Ä - «, Ä +p9ä»ll'-0 . 

Da aber und sich anf zwei um ds von einander 
entfernte Querschnitte desselben Fadens beziehen, so kann 
man nach der Definition des Differentialquotienten q^j^ — q^j^ 
gleich {d{g[j)jds)ds setzen und erhält auf diese Weise 

m -55 — 

Wegen des vollständigen Parallelismns zwischen thermi- 
scher und elektrischer Strömung Temperatur und Potential^ 
ist weiter 
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also geben die zwei Foimeln (87) and (89) 

Die Einfuhrung der ersten in die zweite liefeil dann 
also muih erfolgter Intq^tation 

(93) lg^^cq,+ C, 

wobei C die Integrationskonstante bezeichnet. Dividiert 
nian diese Fonnel durch die erste Gleichung (91) und setzt 
C/c^k, so erbSit man 

und nadi Intmation unter Voraussetienng eines von der 
Temperatur unähangigen Wertes l/V 

(95) — ^^«^^2+*^+*', 

'wobei eine zwdte Int^rationskonstante dacstellt. WSlirend 
die Konstanten e und 0 für jeden Elemementsrfeden veiv 
schieden waren, mfissen nach ihrem Auftreten in (95) h und 
für alle Faden die gleichen sein; denn nach S* 44 &llen die 
FlSchen ^»Konst und ^«Konsi. überall ausammen. 

Wendet man diese Fonnel auf drei Qumchnitte 5, c 
an und eliminiert h und h% so erhSlt man 

^f)gj 2 l {tpi— (pc) (cpc — yg ) {(Pa — n) 



Es gibt also die Beobachtung der zusammengehörigen Werte 
^ und 9? in drei Querschnitten sogleich l/V und, da die 
elektrische Leitfähigkeit l' leidit auf anderem Wege bestimmt 
werden kann, auch den absoluten Wert von h 
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Die MesBimgen sind ao stabfömugen Leitern angestellt 
woiden, in denen die Strömungen als der Achse parallel ver- 
laalend betrachtet werden konnten; zur BeobachtuDg der 
Temperaturen waren in die Stäbe enge Locher gebohrt und 
in dlieselben feine Thennoelemente eingesenkt Die äußere 
thermieche Isolation war in großer Annäherung, aber nicht 
streng zu realisieren und erforderte Korrektionsbetraehtungen. 
Die elektrischen Leitfähigkeiten wurden an denselben Prä- 
paraten bestimmt. Sowohl die elektrischen^ als die thermi- 
schen Leitfähigkeiten variieren etwas mit der Temperatur; 
bei den Bcohachtnngcn waren aber die Temperaturen ver- 
schiedener kSteilen der 8täbe so wenig verschieden, daß jene 
Größen in Näheruug als konstant angesehen werden konnten. 



§ 21. BeolNielitinigsrmiltate. 

Ähnh'ch, wie am Ende des vorigen Abschnittes, mö] 
auch hier einige Beobachtnno^sresnltatc Platz finden. 

Nach dem Kohlrauschschen Verfahren des elektrisch 
geheizten Körpers sind u.a. folgende Werte für die innere 
Üiermische Leitfähigkeit bei 18^ und bei 100^ Celsius ge- 
funden worden:*) 

Bi -= 0,081 - 0,067 

m =0,59 =0,58 

Fe -= 0,60--067 « 0,59—0,60 

M «=2,01 —2,06 

Cu = 3,68—3,84 « 3,60—3,79 

4,21 » 4,14. 



Für verschiedene Glassorten fand Focke"^ *') nach den 
S. 42 und 40 beschriebenen Methoden Werte zwischen 
0,0016 und 0,0027; dabei ergab sich der KoeiHzient I der 
Leitung von Glab zu lebhaft umgerüliiiem Wasser von der 
Ordnung 0,067. 

Die Zahlen setzen (wie S. 17 generell erwähnt ist) 
wissenschaftliche Einheiten, also in unserem Falle Se- 
kunden, Centimeter und Grammkalorien voraus, l kann 
demgemäß anschaulich' als die Anzahl der Grammkalorien 



*) Jaegfor und Diaii«lkorit, Barl. Ber. Bd. S8 p. 719, 1899. 



**) Foeke 1. a 
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gedeutet werden , die in einer Sekunde durch die fliehe 
eines Quadratcentimetete strömen , wenn die Temperator 
lin^ eines Centimeters mn 1^ Celsius fällt Diese Deutung 
iet indessen nur eine numerisohe, da bei ihr der Dimen- 
sion von l, die in (49) angegeben ist, nicht Rechnung ge- 
tragen wird. T bezieht sich analog auf die Temperatoi^ 
differenz von 1^ zwischen dem festen Korper und der nm- 
geröhrten Flüssigkeit resp. dem umgebenden Gras. 

Um auch ein Beispiel für einen Krystall anzuführen, 
so sei erwähnt, daß die S. 35 beschriebene Tsothermen- 
methode für Quarz (der dem rhomboeelri sehen System an- 
gehört) das Aehsen Verhältnis der Ellipse zu 0,76, also das 
Verhältnis der Leitfähigkeiten J^jl^ zu 0,576 ergab, wobei die 
größere Leitfähigkeit parallel der krystallographisdien Haupt- 
achse stattfindet. 

Wendet man die Formeln (56) u. (57) auf den Fall einer 
Quarzdoppelplatt« an, deren Ebene die kryßtaliü{::raphisehe 
Hauptachse enthält, und deren y-Achse mit der Hauptachse 
den Winkel von 45<* einschließt, so erhält man den Winkel 
v„j/=15^ ca. Es weicht also für die Richtung dieser Y- 
Achsc die Wärmeströmung um etwa 15<* von der Normalen 
auf der Isotherme ab, und die beiden Isothermenhälften in 
Fi^. 2 schließen miteinauder einen Winkel von etwa 30** ein. 

§ 22. Bas Froblem der aUgemeinen Tliennadj^iuunik« 

Die im vorstehenden behandelten Gebiete der Thermo- 
metriei der Kalorimetrie und der Wfiimeleitinig stellen im 
wesentlichen das dar, was man bis zor Mitte des 19. Jahr- 
hunderts unter Wamelehre verstand; dabei ist allerdings die 
eigentliche WSnnestrahlung ausgelassen resp. der ihr nächst 
verwandten Optik zugerechnet. Um jene Zeit lenkteu die 
Wechselbeziebungen zwisdien thermischen und mechanischen 
Voigangen die Aufmerksamkeit nachhaltiger auf sidi, und 
es entstand für diese eine Theene, die man als mecha- 
nische Wärmetheorie oder Thermodynamik den Ge- 
setzen der früher betrachteten sogenannten reinen Wfinne- 
vorgänge anzureihen pflegte. 

Mit der Zeit kam man indessen zu der Einsicht, daß 
es Erscheinungen, in denen sich nur thermische Vorgange 
abspielen, in Wirklichkeit gar nicht gibt, daß mechanische 
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VerSndenmgen überall beteiligt sind und gdmntlich nur 
deshalb nicht auffallen, weil ihre thennischen Winningen ent- 
weder faktisch j^ering sind oder aber derartig konstant Dleiben, 
daß sie ihre Abhängigkeit von meofaaiiiBchen Ursachen nicht 
enthüllen. Hieidordi gelangte der unsprfii^lich den anderen 
Teilen gleich geordnete Teil der Theorie, welcher jene 
mechanischen Einwirkungen auf thermische Vorgange be- 
handelte, XU einer ganz neuen und überragenden Bedeutung; 
die Gesetze der sogenannten reinen WärmevoigSnge erschienen 
ab bloße Annäherungen oder Grenzfälle, und die Thermo- 
dynamik wurde zu der alle Wärmeerscheinungen um- 
fassenden Theorie, die allerdings \4elfach mit BegriflFen ope- 
riert; welche der älteren Wärmelehre entlehnt sind. 

Um diese Rof^riffe in einfachster Weise einziiführeu, 
sind im Vorstehenden, die wichtigsten Gesetze aus dem Ge- 
biete der Therniometrie , der Kalorimetrie nnd der WSrme- 
leitung entwickelt worden. Aber auf alle diese (Jesetze 
werden wir im Folgenden, in der allgemeinen Tlieimodyna- 
mik, von einem höheren und ailgemeiueren Standpunkte 
aus zui'ückkommen. 

Dabei werden wir den Stoff in drei Teile ordnen. Im 
ersten Teil werden rein thennisch-mechanif>ehe Umsetzimören 
betrachtet, im zweiten daneben chemische und verwandte 
(alBO z. B. Aggregatz ustandö-) Änderungen, im dritten auÜer 
den vorgenannten auch elektromagnetische Einwkungeu 
iEu^lassen werden. Ein Anhang soll die Anwendung der 
Ftmzipien der Tliermodynamlk auf Strahlungserschemungeu 
entJudten. 

Die Anzahl der Begriffe^ mit denen die allgemeine 
Thermodynamik operiert, ist hiemaofa selurgroifi. Im Inter- 
ease leioliterer Verstfindliehkeit wird im folgenden — ao 
me dies yoratehend im Gebiete der Wfirmelehre auafOhr- 
lioiier geschehen ist — das aus anderen Gebieten au Ent^ 
nehm«idd jedesmal kurz entwickelt werden; insbesondere 
werden die notwendigen Sätze der Mechanik und der Elektro- 
dynamik in besonderen, die betreffenden Gebiete einleitenden. 
Paragraphen zusammengestellt werden* 
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L TeiL 

Tbermiseh-meehaiusehe UinsetziuiieB. 



1. Kapitel« 

Die Gleichung der Energie und das mecha- 
nische Wärmeäquivalent. 

L Abschnitt 

Mechanik eines Jilassenpunktes. 

§ 23. Oesekwindigkeity Besehlemdgimg. 

An die Spitze der Mechanik pflegt man das Prinzip 

zu stellen, daß ein Massenpunkt, der, längs einer geraden 
Linie fortschreitend, in gleichen Zeiten gleiche Wege zurück- 
legt, als sich selbst überlassen, dn gegen jeder anders be- 
wegte Punkt als Kräften luiterwoi-fen gelten soll. Auf 
diese Kräfte schließt man ans der Art der Abweichung seiner 
Bewegung von der geradlinigen gleichförmigen, wie folgt. 

Bezeichnen ?/, 5 die nach der Annahme zeitlich 
variierenden Koordinaten des Massenpunktes in Bezug auf 
ein absolut festes, rechtwinkeliges Achsensystem, so gibt die 
Diagonale des aus x, ß als Kanten konstruierten Paral- 
lelopipedes, d. h. 

(1) r«ya?«H-y«+ifS 

die Entfernung des Punktes oder den Kadiusvektor von dem 
Koordinatenanfang an^ 
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§ 28k Geschwindigkeit, BesohiennigODg. 51 

(2) ^=:eoB(r,a?),^«oos(r,y),^«coe(r,if) 

sind die y^Biditiingskosinus'' von r. 

Aus den ersten XHfTerentialqaotienten von e naoh 
der Zeity d. b. ans 

dsi dy de 

leitet sich analog eine weitere gerichtete Größe ab, die wir 
mit F bezeichnen'^) und die Geschwindigkeit des Punktes 
nennen; es gilt nämlich 

(4) F=yi**-f 

(ö) ^^co8{F,a;),:^--cos(F,y),^~ooe(F,4 

u, V, w heißen die Komponenten der Geschwindigkeit F. 
Setzt man in (4) die Werte (3) ein nnd bezeichnet mit 



(6) äs = + dy^ + dz^ 

das Wegelement, welches der Punkt wahrend des Zeilr 
elementes dt zurücklegt, so gilt auch 

Dabei ist wie S. 9 das Syrnl)ol ä für eine miendlicii kleine 
Größe benutzt, die kein DiÜ'erential, sondern nur ein Dimi- 
nutiv ist. V wird, wie die anderen Vektorgrößen äs und r, 
im allgemeinen absolut gerechnet 

Der Massenpunkt gilt nach dem im Eingang Gesagten 
als sich selbst überlassen, wenn u, v, VD konstant sind. 

Aus den zweiten Differentialquotienten der Koordinaten 
naoh der Zeit, nämlich aus 

19\ d^3c du d^e _dw 

gewinnt man nach demselben Verfahren eine dritte geriditete 

*) Da Vorwecliselungen nicht zu befürohten sind, bedieDen wir 
ung Dachstehend der gebrftuchlicVien Symbole V und J5, obc:leich die« 
selben sonst in diesem Buch in der Bedeutung geführt werden, in der 
ne In der Sinleitang benntct nncL 

4* 
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GMe, die mit B beseidiiiet imd die Beschleanigung des 
Punktes genannt wird; es gilt also 

(9) ^-,ya«H-ds»+cS 

a h C ' 

(10) ^ =oo8(^,a?), -g =oos(jB,y), -^=cos(J5,if). 

EBemaoli ist B von dV/di im aUgemeinen yeraehied^; 
a, h, e heißen die Komponenten der Besdüemugmig R 

§ 24. Kraft, Kasse. 

Ist der Massenpunkt sich selbst überlassen, so ver- 
schwinden a,h, c; von Nnll verschiedene a,h, c weisen also 
auf die ISnwirknDg emer Kraft hin» und man setet fest, daB 
die anf einen MasMmpnnkt wirkende Kraft K und die dmfoh 
aie hervorgerofene SeecUeunigung B einander parallel 
und proportional sind. Ede fiesiehimg awisdien den 
beiden geriohteten GfQßen laßt sieb scmabb sdixeiben 

(11) KIB, K^CB, 

wobd C einen dem Massenpiinkt individnelleni aber sowohl 
von seiner Bewegung, als . v<m den wiricenden Kri&»ii nnab- 
bSi^igen Ftiktor beaciobnet. 

Denkt mtn einen Massenpunkt von homogener Snb* 
•stanz in n ^fliehe StGoke zerlegt, die doli gemeinsam be- 
wegen, so mGssen dieselben nach (11) an K parallele KrSfte 
emhien^ nnd ee erscheint naturgem&ß deren Starke gleidi 
dem nten Teil von K anzunehmen. Hieraus folgt, daß in. 
diesem Falle der Faktor C der Gesamünenge der in dem 
Punkt vereinigten Materie .proportional sein muß, nnd 
man kann diese Beziehung verallgemeinem, wenn man 
Punkten von verschiedener BubRtans; dann gleiche Quan- 
titäten Materie beil^;t^ wenn auf sie wirkende gleiche Kräfte 
gleiche Beschleunigungen hervorrufen. Versteht man unter k 
eine universelle Konstante^ so ist diese Festsetsung ent> 
halten in den Formeln 

(12) K IB, K^kMB, 
wobei M die Masse des Punktes beseiohnet. 
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§ 25. Bas wisameluilliiehe und das teelmisciie 

Einheitensystem. 

Die universelle KoDstaote k hangt io letzter Instanz 
von den DiDheiten ab, in denen man die Größen K, M, B 
ausdrückt. Allgemein kann man über den Aufbau der bisher 
eingeführten Funktionen aus den Fundamentalgrößen Länge 
{l), Zeit (Q, Masse (m)| d. h. über ihre Dimensioneu, folgendea 
aussagen: 

(13) [ F] - ir\ [B[ - U-\ [Kfk] - mir\ 

Die Festsetzung über Längen-, Zeit- und Masseneinheit be- 
stimmt somit auch die Eiiilicitcn vou F, i> und Kjk. lu 
Bezug auf Weiteres kommen aber zwei verschiedene Systeme 
von Verfügungen in Betracht. 

Das wiBsenschaftliche System, das wir im all- 
semeineo bevonsogen werden , nimmt als Längendnheit das 
Centimeter^ als äitelnlieil die Sekondey als Jdasseneinlieit 
das Gramm mid setzt anBerdem die Konstante h^l, wo- 
durdi die Einheit der £raft bestimmt ist Man ist neneih 
dines fibereingekommen^ Zahlwerte, welche sich ans diesem 
EliiheitensyBtem ergeben^ ohne B^ennong in fuhren , also 
z. B. unter einer Kraft 7 eine solche zn verstehen, die einem 
Gramm Masse eine Beechlennignne 7 cm/(l wds)'^ erteilt. 
Doch ist es» wenn man verschiedene ^nheitensysteme neben- 
einander zu benutzen Veranlassong hat^ gele|^tlich vorteil- 
hafly durch den Zusatz (gr, cm, sek) das zu Grunde liegende 
System zu diarakterisieren; wenn es sich um eine Kraft 
handelt, wendet man auch wohl den herkömmlichen Namen 
Dyne für die wissenschaftliche Krafteinheit an. 

Das technische System, das wegen sdner allgemeinen 
Anwendung in der technischen Thermodynamik hier nicht 
übergangen werden kann, benutzt als Längeneinheit das Meter, 
als Zeiteinheit die Sekunde, als Masseneinheit das Kilogramm 
imd setzt überdies die Konstante Jc^ljg, d. h. gleich dem 
Reziproken der Beschleunigung welche die Schwere im 
Meeresniveau und unter 45^ geogniphiseher Breite licivor- 
ruft. Es wird hierdurch die Dimension und die Einheit der 
Kraft gleich derjenigen der Masse, was sowohl Vorteile wie 
Nachteile im Gefolge hat; Verwechselungen kann man be- 
gegnen, indem man kg-Krafib und kg-Masse unterscheidet» 
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Wir werden weiterbiii bei vorübergehender Benutzung 
dee technischen Maßsystems die betreffenden Symbole mit 
dem Index t versehen. Demgemäß würden also die Formeln 
(12) unter Zufugung der betreffenden Dimensionalgleiohnngen 
zu Bohreiben sein: 
im wiMensohaftüchen System 

(14) K\\B, K^MJJ, [iCJ = m//-2; 
Im tedmiflohen System 

(15) KtlBt, Ki=MtBijg, [ZJ-m. 



§ 26w Die Beweg:ii]ig;8glete]uiiigen für einem 

Haesenpiuikt. 

Stellt man K durch eine Streck* vom Koordinaten- 
anfang aus dar und bildet in Umkehriing des oben benutzten 
Verfaiiens das Parallelopiped um K als Diagonale, so gilt, 
wenn XjY,Z die Xanten desselben, und somit die Kompo- 
nenten von K nach den Koordinatenachsen sind, wie trüber. 



<i6) JT— yx»+r*+^«, 

' X y z 

(17) ^ = cos (K, X), -g: = cos (K, y), — OOS (-ST, z). 

Unter Rücksicht hierauf nehmen nun die Beziehungen (14) 
die symmetrische Form an 

(18) Mg = A,JJfg=r,Jlf^=.Z; 

diese Formeln bestiioiiK n, zusammen mit gegebeneu Anfangs- 
werteii der Koordinaten und der Geschwindigkeitskomponenten, 
die Bewegung des Massenpunktes uud bikien demgemäß die 
Grundlage der ganzen theoretischen Meclianik. 

Die Kraft ko in ponenten X, Y,Z lassen sich in Summen 
von Teilkomponeuten X/,, Y),, Z/, zerlegen, und von diesen 
lassen sich wiederum je drei zu einer Teilkraft Ä), zusammen- 
setzen. Die Teilkräfte Kh sind der einen Kraft K äqui- 
valent, wenn gilt 

ii9) r=2y», z-s^, 
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die Summen 2 über alle Teilkräfte erstreckt. Diese Beziehungen 
drücken den Satz vom Polygon der Kräfte analytisch aus. 

Unter den Teilkraften, die auf einen Massenpunkt 
wirken, kommen solche vor, deren Gesetzmäßigkeiten — be- 
stehen SU nun in einer Abhängigkeit von der Zeit, vom Ort 
oder VOM der Geschwindigkeit des Punktes — direkt und ein 
iiir ullemai vorgeschiieben sind. Daneben treten aber andere 
auf, deren Wirkungsgesetze nur indirekt durch gewisse 
Eigi ntüiiilichkeiten, sogenannte Bedingungen der Be- 
wegung des Massenpunktes gegeben sind, wie iiiöbesondere in 
den Fällen, daß der Punkt an eine Oberfläche oder Kurve 
gebunden ist. Diese Kräfte bezeichnen wir als Beaktions- 
kräfte und wollen, wenn dergleichen in Aktion treten, die 
Formel (18) durch Zerl^ung der Gesamtkomponenten in 
der Form schreiben 

<20) M^^X+X<^,M^^Y^1^,M^^Z^Z^, 

wobd jetzt X, r, Z die direkt» X\ Y^, die indii^ ge- 
gebenen oder Beaktionskompoiieiiteii beaeidmen. 



8 27. Die Ctleiclmiig der Tirtaellen Terrfteknngen. 

Wir betrachten nun einen Punkt, der sich den vor- 
stehenden Olfiehnngen gemäß bewegt, und denken diese 
seine Bewegung dadurch geändert, daÜ wir ilin in jedem 
Zeitpunkt um eine willkürlich wechselnde, unendlich kleine 
Strecke cfs in beliebiger wechselnder Richtung von seiner 
wirkliehen Lage ablenken. Die Komponenten von 6s, das 
wiederum nur ein JJiminutiv bezeichnet , seien öXy dy, de. 

Durch Zusammenfassung der Gleichungen (20) mit 
diesen Faktoren erhalten wir 




oder bei ßücksicht auf die Bedeutung von XjK, , , • 
X^K^, . . . öx/ds, , . . auch 
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(22) ^W^^-^-^^^^+di^F^") 

» £<f s cos (K^ 6s) + coB d s) . 

Das Produkt 

(23) 6A^K€bqm{K, öS) 

beißt die Arbeit der Kräfte bei der Verschiebung (fs; 
wie das Symbol 6 andeutet, ist dassdbe im aUgemeinen keine 
voUständige VariatimL 

Weldior Art die ausübte Beaktiou auch sei^ stets ist 
es möglich^ ibre Arbeit 

(24) öA'^^X^dx^Y^öy^Z^Ö» 

zn Null zu machen; es ist dazu nur erforderlich, daß fSs 
in jedem Moment noniütl zu dem gleichzeitigen ange- 
nommen wird. Verrückuugen 6s, welche der Bedingung 

(25) <r^««=o 

genügen, beißen virtuelle Vorrückongeo^ und die fSr sie 
geltende, aus (22) folgende Gleichung 

wo nun rechts die Arbeit allein der direkt gegebenen 
Kräfte steht, heißt die Gleichung der virtuellen Ver- 
rückungen. 

Ans der letzten P^ormel Inssen sich bei Heranziehung 
der für die Bewep^niic; voroxs< hriebenen Bedingungen die 
Ausgangsgiei ch u ngen zurückgewinnen. 

Ein sehr allgemeiner und ^richtiger Fall ist der, daß 
der Punkt zwei Bedingungen von der Fonn 

(27) <p{x,y,e,i)^Q, = 0 

unterworfen ist In diesem Falle variiert man die Be- 
«dingunesgleicbungen, wie es der nur gedachten, zeitlosen 
Verrüwuig entspricht, d. b. bei konstantem bildet also 
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fugt diese Formeln mit zimachBt unbestimmten Faktoren X, 
lA multipliziert zu (26) hinzu und behandelt dann dx, dy, 
als voneinander unabhängig. Es resultieren auf diese Weise 
die Formeln 

(29) 

die mit (20) übereinstimmen und zugleich die Beaktions- 
komponenten X^, Y^, 2^ durch die gegebenen Bedingungen 
aasdrfioken; es folgt nfimlich 

Der Anzahl der Unbekannten x, y, £y X, p, entspricht die 
Anzahl der Gleichungen (27) und (29). 



§ 28. Die Bedingungen für das Oieichgewiclit eines 
Massenpnnktes; Potentiale. 

Ein spezieller Fall der Bewegung ist derjenige des 
Gloichg^f wich tes, der stattfindet, wenn mit verschwindender 
Geschwiiidigkeit auch die Beschleunigung, d. Ii. nach (9) 
a*^d'~xldt~ , h = d^yjdt^t c = d^z!dt^ Null ist; derselbe kann 
ersichtlich nur eintreten, wenn die Bedingungen der Bewegung 
von der Zeit unabhängig sind^ muß aber gleichfalls durch die 
Grundf(»mel (26) erledigt sein. Ans letsterer folgt unter den 
für das Gleichgewicht dharakteristischen Voraussetznngen 

(31) dÄ==0, 



Digitized by Google 



58 ^ ElafiteL Die (Heiduuig der Eneigie eto. 

wobei, wenn die direkt gegebenen Kräfte von der Geschwindig- 
keit abliäDgen, in ihnen v, iv gleich Null zu setzen sind; 
Gleichgewicht findet also istatL, wenn bei verschwin- 
dender Geschwindigkeit die virtuelle Arbeit der 
direkt vorgeschriebenen Kräfte verschwindet 
Bei HeEBiudehong der Bedingungen folgt hieraus 

(32) ;} ;i 

Zum Gleichgewicht ist erforderlich, daB die paral- 
lelen Komponenten der direkt gegebenen und der 
Reaktionskräfte sich gegenseitig zerstören. 

Ein sehr wichtiger allgemeiner ^^all ist der, daß die 

Komponenten der direkt gegebenen Kräfte nur von den Koor- 
dinaten des bewegten Massenpunktea abhängen, und zwischen 
ihnen die Beziehungen stattfinden 

(33) ^«.iZ 

hier laßt sich eine Funktion das Potential Jener Kräfte, 
angeben, dnreh welche die 2, T, Z sich darstellen, wie folgt: 

(34) X— I*, r=.-f , ^=-?. 

In diesem Falle gilt 

(35) if^-— 40, 

die Arbeit hat die Form einer vollständigen Variation, und 
die Bedingung des Gleichgewichtes (31) lautet 

(36) d(^«0; 

hier findet also Gleichgewicht in solchen mit den 
Bedingungen vereinbaren Positionen des Massen- 
punktes statt, in denen das Potential einen größteu 
oder kleinsten Wert besitzt. Die Formeln (32) werden 
dabei zu 
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^ ' B0 cq? cif 

dz cz ^ cz 

Wir bemerken uns beiläufig, daß als ausschließlich 
durch die Formeln (34) definiert, nur bis auf cino additive 
Konstante bestimmt ist, über die nach Gutdünken und Be- 
<|uemlichkeit verfügt werden kann. 

§ 29. Bie Oleiehiuig der lebendigen Kraft für einen 

Hassenpnnkt. 

Wenn die wirkliche Bewegung die Eigenschaft hat, 
dati bei ihr die Reaktionen keine Arbeit leisten, wie dies 
z. B. in leicht (!rkonnl)arer Weise dann stattfindet, wenn die 
Bedingungen von der Zeit unabhängig sind, so kann man auch 
auf sie die Gleichung (26) der virtuellen Verrückungen an- 
wenden und, indem man in ihr setzt 

<37) äx^dx-^^dt, dy^dy^^dty dz^da^^di, 
aus ihr folgern 

*«p)'+(f)'+(S)*)-i^'"'-"- 

Hierbei heißt 

(39) ^MV^^W 

die lebendige Krait des Massenpunktes, und die erhaiteue 
Beziehung 

<40) dW^äA 

die Gleichung der lebendigen Kraft 

Ihre Anwendung auf das Zeitintervall von bis ^ gibt^ 
wenn man 

(41) jäJL^A^ 

h 

setzt, 

(42) Wt-W^-Aa, 
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wobei die Indices die Werte von !F in den Zeil|nuikten ^ 

und andeuten. 

Bei Bewegungen, an denen Reaktionen keine 
Arbeit leisten, nimmt in jedem Zeitintervall die 
lebendige Kraft des Massenpnn ktes um den Betrag 
der gleichzeitig geleisteten Arbeit der direkt ge- 
gebenen Kräfte zu. 

Hat die wirkende Kraft ein Potential 0, ist also dA 
==— <i0, so folgt aus (40) 

(43) dW^'-d^, also !P+^=Kon8t; 

bei der Bewegung eines Massenpunktes unter der 
Wirkung eines Potentials behält die Summe aus 
lebendiger Kraft und Potential ihren Anfangswert 
unverändert bei. — 

Ein Fall von besonderer Wichtigkeit und Einfachheit 
ist derjenige der Bewegung eines Massenpunktes unter der 
Wirkung der Schwerkraft, Rechnet man die Z-Achse von 
dem Erdzentrum hinweg, so gilt hier 

wobei das Gewicht des Massenpnnktes M heißt; die 
Arbeit, weiche die Schwere leistet^ ist 

äA= — Mgdz, ■ 
also das Potential der Sdiwerkraft 

und aus (43) folgt 

F* — 2p*-=Kon8t; 

die Geschwindigkeit eines schweren Punktes, der 
bei gegebenem Anfaugszu stand irgend welchen von 
der Zeit anabhängigen Bedingungen unterliegt^ hängt 
allein von der Höhe z über der Erdoberfläche ab, 
Vm einen unter beliebigen Kräften stehenden. Maseen- 
punkt ohne merkliche Beschleunigung zu bewegen, muß man 
Huf iliu eine Kraft ausüben, welche die Resultante der gegebenen 
Kräfte unendlich wenig übertrifft, also praktisch ihr gleich 
ist. Die Arbeit, die man hierbei leistet, ist dann derjenigen 
ent<;eocngesetzt gleich, welche die gecrebeneu Kräfte bei der 
betreifenden Dislokation leisten. Demgemäß ist auch die 
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Aibdty die eifoiderlieh iBt, um «nea sbhweren MaMenpuikt 
M durch eme Höhe h za heben (worunter immer eine Be- 
wegung mit nmnerkUcher Beschleunigung verstanden wird) 
gegeben durdi 

(44) A=Mgh.— 

Die lebendige Kraft W ist nach ihrer Definition stets 
positiv und bei verschwindenrler Geschwindigkeit Null. Die 
zeitliche Änderung d}F kann sowohl positiv als ne^tiv sein, 
ist aber beim Beginn der BewejEfung aus einem Zustand 
der Ruhe, welche kein Gleichgewicht ist, jedenfalls positiv. 
Unter den gleichen Umständen gilt hiemach auch 

(45) äA> 0, 

oder wenn die direkt gegebene Kraft &r Pot^tial besitat, 

(46) d0<O. 

Die letztere Ungleichung gestattet u. a. den CShärakter 
des Gleichgewichts zu bestimmen^ das der Bedingung (36) 
entspricht^ Denn wird der Mnssenpunkt in unendlich Meiner 
Entfernung von der durch 6^=0 gegebenen Gleichgewichts- 
lage ruhend sich selbst überlassen, so bewegt er sich nach 

(46) in der Richtung nach kleineren Potentialen; er kehrt 
sonach in die Glcichfrewiohtcila|Te zurück, oder entfernt sich 
von ilu', je nachdem in ihr *P ein Minimum oder ein Maxi- 
mum besitzt. Stellen kleinster Potentialwerte sind 
somit Lag^en stabilen, Stellen größter aber Lagen 
labilen Gleichgewichtes. 

§ 30. BimensioneiL und Einlieiteii* 

Nach den Beziehungen (35) und (40) besitzen in dem 
wissenschaftlichen Maßsystem Arbeit, Potential und lebendige 
Kraft dieselbe Dimension und dieselbe Einheit; es gilt 
nämlich nach (39) 

(47) [A] = [0\^[W]^mlH~\ 

Die wissenschafüiche AxbeiAseinheii wird mitunter Erg ge- 
nannt. 

In dem technischen Maßsystem sind die Beaiehmigen 
andere; an Stelle der Gleichungen (40) und (43) treten die 
folgenden 
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(48) d0i^giäAt, dWt^—gtdiPii 
also ist 

(49) [Wt]^mlH'\ [A4]^[0,]^mL 

Die tedmische Axbeitsemheit wird demgemafi auch direkt 
als Kilogramm-Meter (kgm) bezeichnet. 

Bei KraftmasohiDen kommt for die Bmteilmig ihrer 
Wirkung die Zeit^ in der eine beetimmte Arbeit geleistet 
wird, wesentlich in Betracht; man mifit ihren Effekt dem- 
gemäß dnrcb den Wert des Quotienten 

(50) ^^f . 

Für den Effekt gilt somit 

(51) [F]=m?«e-», [FJ-wJ^-i. 

Als eine Pferde ntärke bezeichnet man in der Technik den 
Effekt von 75 kgin/«ok. 

Was die numerischen Beziehungen zwischen den ver- 
schiedenen abgeleiteten Einheiten der beiden Systeme, resp. 
den Zahlwerten der in ihnen ausgedrückten Großen angeht, 
so folgen dieselben unmittelbar aus dem Verhältnis zwischen 
den beiderseitigen Massen- und Umgeneinheiten, wonach 
die Zahl werte in den Beziehungen 

stehen, sowie aus dem Wert 

So findet sich z. B. 1 kg-Kraft 9,81.10* Dynen, 1 kgm 
Arbeit = 9^1.10' Erg, 1 Pferdestarke » 7>36.10» Eig/sek. 
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IL Abschnitt 

Mechanik eines Punkteystems» 



§ 31. Die Beweg^nngsgl^ehimgeii und die 
der TirtneUen Yerrllekiuigeii. 

Mehrere Massenpunkte betrachtet man daim als zu 
einem Punktsystem gehörig, wenn dieselben Kräfte erfalircn, 
•welche ganz oder zum Teil durch die Anwesenheit der 
übrigen Punkte bedingt sind. Charakterisiort man die auf 
einen Mnssenpunkt Mh bezüglichen Größen gleichfalls durch 
den unteren Index h, so werden die auf ihn wirkenden 
Kräfte in drei Teile zerfallen, in direkt gegebene Kräfte Kk, 
die von der Anweseulieit der übrigen Punkte unabhängig 
sind und als äußere Kräfte bezeichnet wcrtlf'u, m direkt 
gegebene Kräfte Kjik, die je durch die Anwesenheit eines 
anderen Massenpunkies JJfj bedingt werden und innere 
Kräfte heißen, und in Reaktionskräfte K^^, die indirekt, d. h. 
durch die Bedingungen von der Form 

(52) 9'<(ai>Sli^^i>ai>yi>J^«> . • 0=0, 

welche die Bewegungsfreiheit des Sjatems befichraDken, ge- 
geben sind. Demgemäß nehmen hier die Fimdamental- 
gleiobongen (20) für den Massenpunkt Mk die Fom an 

(53) M,^=Y,-VIY,,+ Il, 
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Die Suinmeii mit dem Index hQk) sind über alle Maseeiir 
punkte dea Systems mit Aossdiliifi von Mk sa erstrecken. 
Wiederum verstehen wir unter äXk, Sphf die Korn- 

Sonenten gedsckter Veir&ckungen ds^, weldie die Bewegung 
es Punktes zeitlos verändern. Bringen wir diesdben 
als Faktoren au den Gleichungen (53) an und summieren 
letztere fiber alle Punkte des Systems» so resultiert 

^^^^ ^l(Xt,dxi,+ ¥,,dyk+Z,,deu) 

In dieser Gleichung steh^ redtts die Qesamtarbeiten der 
äußeren und der ioneren direkt gegebenen Kräfte, sowie der 
Beaktbnen an dem Punktsystem, d& kurz dA^, dAi und dAr 
gescbiieben werden mögen. 

Wiederum ist es stets moglieh, die Verrftokungen dSk 
so zu wählen, daß die Arbeit der Braktionen vmohwindet 
Dadurch gewumt man die Gleichung der virtuellen 
Verrückungen für ein Punktsystem in der Form 

All« dieser Formel lassen sich bei Heranziehung der Rediu- 
gungen (52) die AviR|nr-angsgleichungen (53) in der S. 57 erörter- 
ten Weise zurückgewiDnen; sie kann letztere somit \ ertreten. 

Für den Fall des Gleichgewichtes nimmt sie die Form an 

(56) dÄ, + dAi^O\ 

das Punktsystem befindet sich also dann in einer 
Gleichgewichtslage^ wenn die virtuelle Arbeit der 
sftmtlicnen direkt gegebenen Kräfte verschwindet 

§ 32. Innere Kräfte mit Potentialen. 

Sind die inneren Kräfte K^k nor Funktionen der Koor> 
dinaten Xht yh> H und x^^ yt, und haben sie die Eigen- 
sohaft, dafi nicht nur 
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^ 62. Innere Kräfte mit Potentialen. 65 

BYj^t dZki BZkit ^Xkk ^Xkk 6 Iii 



sondern auch 

^Yhu cJYun eZ,k c)Zkn 



(58) 



B0k ' Byk By„ 



ist, 80 existiert eine Funktion 0 der Art^ daß alle inneren 
Komponenten sich ans ihr ableiten lassen nach dem Schema. 

In diesem Fallp nptint man aus später darzulegenden Gründen 
die inneren Kräite des Systems konservativ. 

Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die zwischen 
zwei Punkten Mu und Ji» stattfindenden Kräfte Knk und Ktu 
entgegengesetzte, in die Verbinciangslinie r/,* fallende Rich- 
tungen besitzen, A\älir(iid ilire absoluten Größen einander 
gleich sind und nur von dem Abstand der beiden Punkte, 
d. L von 



abhängen. Hier gilt nämlich 

^hk== ^^kh =^ ^hk — > J> A* J^kh — ~ f 

Tkk f^hk 



also 



^kk^ — ^k — J^k — 

(X*» + r»t ^y* + Zkk 
+ (^j^ da;» + Yik äyt 4- ößt) 



(61) « [(d?;, — Xk) S{x^^Xk) + («/A —yk) d{yh — yd 
f'kk 

+ ißik — £k) ö{jSk — JSii\ « J5k» dr*»; 

da aber Kkk nur r^t entfafilt« so l8fit aioh dies — — d0i,ii 
setzen, imter (T^^/, eine iFunktion von allein ver- 

standen, für welche gilt 

-^A*= £Z f -^hk^ ^hk^ 



▼oift, Winnelidire. 5 
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ZagLeidi wird in dieeem Falle 

(03) ^-S^i^A*, 

unter S die Summe über alle Kombinationen Ä und h inner- 
halb des Punktsystems verstanden. 

0 führt den Namen des inneren Potentiales des 
Systems oder des Potentiales des Systems auf sich 
selbst; heißt das Potential der Wechselwirkung 
zwischen M), und Mk. 

Existiert ein inneres Potential 0, 60 nimmt die Arbeit 
der inneren Kräfte die Form 

(64) dJ4^—d0 

an, und die Gleichgewichtsbedingung (56) verwandelt sich in 

(65) dA^^ 00^=^0. 

Sind insbesondere äußere Kräfte nicht wirksam, so wird 
hieraus 

(66) 60^0; 

ein, außer Reaktionen, nur inneren Kräften mit 
einem Potential unterworfenes Punktsystem ist so- 
mit im Gleichgewicht, wenn das Potential einen 
größten oder kleinsten Wert besitzt. 

§ 33» me Oleiehniig der lebendigen Kraft und der 
Energie für ein Punktsystem. 

Sind die Bedingungen derartige, daß bei der wirklichen 
Bewegung ihre Re:iktif)n(n keine Arbeit leisten, so kann 
man wiederum die virtuellen Verrückungen ös^ mit den 
faktisch während dt zurückgelegten Wegen äs^ vertauschen 
und erhält dann analog zu (38) 

(67) ilMhä n> ^äA^+ äAi. 

Führt man hierin die lebendige Kraft des ganzen 
Punktsystems 

(68) W^^IM^Vh' 
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€in^ 80 resnltiert die Gleichung der lebendigen Kraft 
für das System in der (40) entsprechenden Fonn 

(69) dW=äA^-\^äA, 

oder, bei Anwendung auf das Intervall von ^ bis t^, 

(70) »i-!P;={J.+ ^)„. 

Bei Bewegungen eines Punktsystems, an dem die 
Reaktionen eine Arbeit nicht leisten, nimmt die 
lebendige Kraft in jedem Zeitintervall um die 
Summe aller gleichzeitig geleiöteteij Arbeiten zu. 

Im Falle des Beginnens der Bewegung aus dem Zustand 
der Ruhe^ in dem kein Gleichgewicht staUfimd, ist c?!P>0, 
also 

(71) 54i-i-54f>0, 

nnd bei Ezistens eines Inneren Potentiales 0 

(72) äA^^d0>O, 

Wirken endlich äuJßere Kräfte nicht, so gilt 

(73) d0<O, 

eine Beziehung, die mit (46) übereinstimmt und den gleichen 
Schluß gestattet. Bei einem äußeren Kräften nicht 
unterworfenen Punktsystem ergeben hiernach Kon- 
figurationen, denen Minima des innereren Poten- 
tiales entsprechen, stabile, solche, denen Maxima 
entsprechen, labile Gleichgewichtslagen. — 

Bei Existenz eines inneren Potentiales 15Bt sich nun 
taißk die Formel (69) sehrdben, indem w jetzt den Index 
a an als nicht mehr erforderlich, beseitigen, 

(74) d(W'^0)^äA. 

Die hier in der Klammer links vereinigten Glieder W-\-0 
sind beide nur von der momentanen Konfiguration and Be- 
wegung des Punktsystems, dagegen von den äußeren Kriften 
direkt nicht abhängig; der EinSuß der letzteren ist vielmehr 
allein in dem rechtsstehenden Glied enthalten. Man faBt 
demgemäß die ersteren Glieder in eine einzige Fmiktion 

(75) E=^W-{-0 

zusammen^ die man als die Energie des Punktsystems 
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bezeichnet, während man ihre Teile W nnfl 0 einander als 
kinetische und potentielle Energie gegenüberstellt. 
Die Gleichung 

(76) äE^dA 

sagt dann aus, daß bei einem konservativen System 
in jedem Zeitelement die Enereie des Systems um 
den Betrag der gleichzeitig von den äufieren Kräften 
an dem System geleisteten Arbeit zunimmt. Uber 
ein endtiches Zeitintervall integriert^ liefert sie 

(77) JSg ~ 

und, £siUs dem Anfangs- und dem Endzustand die gleiche 
Energie entspricht, — insbesondere wenn der Anfangs- und der 
Endrastand identisch sind, der Vorgang einen sogenannten 
Kreisprozeß darstellt, — in einfacher Bezeichnung 

(78) (^)-:0. 

Fehlen äußere Kräfte, so mrd 

(79) dE^O, E^Eo, 

tmter J^q cinv Konstante verstanden. Für ein sich selbst 
überlassenes System der betrachteten Art ist die 
Knergie konstant. In der Gültigkeit dieses Satze? liegt 
die Begründung des Namens konservativ für Kräfte, die 
ein Potential haben. 

Für das innere Potential ^ und die Energie E gilt das- 
selbe, was auf S. 59 bezuglich des Potentials auf einen 
Massenpunkt erwähnt ist. Da diese Funktionen nur durch 
ihre Differentiale definiert sind, so sind sie auch nur bis auf 
eine additive Koustante bestimmt, über die, solange nicht 
weitere Festsetzungen aligciucLuer Avi getrolfen werden, in 
jedem einzelnen Fall nach Belieben verfügt werden kann. 

§ S4. Arteeitsmasehinen ans starren imd ideal 
deformierlHmii KSrpem* 

Zu den Punktsvst^men , auf welche die vorstehenden 
Gleichuiigeu die Anwendung gestatten, zählt man in erster 
Linie die starreu Körper, die man aus Massenpunkten 
au%ebaut denken kann, welche durch starre Verbindungen 
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oder aber durch Wechsel wirkende Kräfte der S, 65 !)ehnn- 
delten Art, die jeder Entfemungsanderung unendlich stark 
widerstehen, in unveränderlicher gegenseitiger Lage erhalten 
werden. In ersterem Falle ist <P verschwindend, und es sind 
von der Zeit unabhängige Bedingungen für die Bewegung 
vorhanden; im zweiten Falle ist <P bei den wirklichen Be- 
wegun^ri n ITH rklicli konstant. In jedem Falle gilt die Energie- 
gleichung mit herausfallendem 0; die Knergie reduziert sich 
auf die lebendige Kraft resp. auf die kinetische Energie^ 
und die aligemeine Energiegleichung (76) auf 

(80) rfiF— 

B( ispiele ftir ihre Anwendung bieten die gewöhnlichen 
mechanischen Arbeitsmaschinen. Insbesondere liefert sie für 
einen Kreisprozeß, der, von Ruhe ausgehend, zur Ruhe 
zurückkehrt, die Summe aller äußeren Arbeiten 2;]eieh Null; 
indem man positive ^irbeitcn au dem System aui- 
gewendet oder geleistet, negative als aus dem System 
entnommen oder gewonnen bezeichnet, kann man sagen, 
daß nach diesem Satz durch eine Maschine, die nur stam 
Körper (za denen wir auch imaasdeluibare Seile zahlen 
dfiiron) und nur mechanische Kräfte in Arbeit treten läBt^ 
Arbeiten zwar transformiert, nämlich in einer andern Fonn 
gewonnen als aufgewendet, aber weder geechaffen noch ver- 
nichtet werden können. Ein Arbeiter kann also mit einer 
Winde einen 8teinblock heben, den er duekt nicht be- 
wältigen kann, da er direkt keine dessen Gewicht Mg über- 
windende Kraft anszufiben vermag; aber die von ihm zu 
leistende Arbeit ist dieselbe, als wenn er den Block in 
Stücke^ die er einzeln zu bewältigen vermöchte, zerlegt^ die 
gewünschte Höhe hinauftrüge. 

Den hier zuerst hervorgetretenen Satz, daß ein Arbeits- 
gewinn ohne gleichen Arbeitsaufwand mit den mechanischen 
Prinzipien, die wir zu Grunde gelegt haben, unvereinbar ist, 
nennt man (nicht eben glücklich) den Satz von der Un- 
möglichkeit eines Perpetuum mobile erster Art, in- 
dem man unter diesem Perpetuum mobile eine Maschine 
versteht, die Arbeit leistet ohne einen äquivalenten Aufwand 
zu erfordern. 

Auch vollkommen elastische Köi-per und reihiini:;Blose 
Flüssigkeiten oder Gase> die wir zusammen als ideal 
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d e £ 0 rmie rbare Körper bezeidmea wollen^ stellt man. sidi als 
Punktsysteme vor, welche den oben gemachten Yorausset2amgeii 

fBnfigen, also ihre spezifischen Eigenschaften auf Gmnd von 
onservativen Kräften besitzen, die zwischen den einzelnen 
Massen punkten wirken. Hier ändert siob das innere 
Potential, mit der geänderten Konfiguration und nimmt den- 
selben Wert nur bei gleicher oder (im Falle einer Flüssig- 
keit) bei gleichwertiger Konfigoration wieder an. Es ist 
klar, daß auch auf eine Maschine, welche (etwa neben starren 
Körpern) Medien dieser Art benutzt, die Gleichung (76) 
unmittelbar anwendbar ist, d.h., daß auch eine solche Maschine 
kein Perpetuum mobile erster Art darstellen kann. 

§ 35. Slehtbare und nnsiehtliare meehanisehe Yorg^ge. 

Wir wollen nun ein System von Massenpunkten — etwa 
einen starren oder ideal defonnierbaren Kör{)er — betrachten, 
das sich durch Flächen derartig in Teile zerleg'en läßt, daß 
die in einem abgetrennten Räume befindlichen Punkte immer 
von derselben Fläche umgeben bleiben; dabei können die 
Grenzflächen mit der Zeit sowohl Ort, als Gestalt ändern. 
Für ein jedes Teilsystem ; denken wir uns den sogenannten 
8chw<M'punkt bestimmt, dessen Koordinaten ij, ijjf Cj 
definiert sind durch die Formeln 

(81) ijI^mk^S^Xkinkf th^mk^lj^k^t Cßj^'^^^hnikf 

die Summen fiber das Teilsystem / erstreckt Ferner {0hven 
wir ffir dieses TeüsTStem die i«lataven Koordinaten dsat 
Massenpnnkte ah» h^f Ck gßgisn den Schwerpunkt nadi dem 
Schema 

(82) xi, = + üi, , j/h ))j (^h, ■= Uj -T 

ein nnd bemerken, daß die o», h^f Ck nach (81) den 
I^edingungen 

entsprechen. 

Bilden wir dami die lebendige Kraft Wj des Teilsystems 

und setzen kurz 
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60 eigibt eine einfadie KedukttoD 

(83) 5^-=^ l V/ljm,-^l IjcoH'ni,; 

die lebendige Kraft des Teilsystems ist also gleich 
der lebendigen Kraft sf^inos Schwerpunktes, falls 
in diesem alle Massen vereinigt gedacht werden, 
zuzüglich der lebendigen Kraft der Bewegung aller 
Punkte des Systems relativ zum Sclnverpunkt. 

Summiert man die Formel (83) über alle Teilsysteme, 
so erhält man links die lebendige Kraft W des ganzen Systems 
nnd man kann das Resultat schreiben 

(84) 5F-lfi+!ft, 

wobei Wa die lebendigen KiSfte aller Schwerpunkts* oder 
ikiJBereD, diejenigen sdlerKelattv- oder Inneren Bewegungen 
tunfaBt» 

Das innere Potential 0 des ganzen Systems ist nach 
(63) die Summe über alle Wechselwirkungspotentiale, die 
innerhalb des Pnnktmtems wirken. Faßt man hier den 
Teil der Summe, der Potentiale zwischen den Punkten ver» 
schiede ner Teilsysteme umfaßt, in das Symbol den->- 
jenigen, der sich auf die Punkte je desselben Teilsystemes 
begeht, in das Symbol 04 zosammen, so gilt analog zn (84) 

(85) 0==0„-|-<^... 

Unter den gemachten YoraussetzuDgen ist dann £— 
V» + 00+^i+^i und 

(86) dE^ d(W. + 0.) + d{Wi+ 04) - äJ. 

Wir wollen diese Formel auf ein Massensystem anwenden, 
das sich der Beobachtung als kontinuierlicher deformier- 
barer Körper darstellt, d. h., von dessen Konfiguration und 
Bewegung wir nur das wahrnehmen» was kleine räomliohe 
Bereiche!» im Ganzen betrachtet» zeigen. Wir können 
hier (P« als die Summe JET« der direkt an den Yolumen- 
elementen beobachtbaren Energien» Ti-^0 als diejenige 
Ei der ansichtbaren inneren Energien der Volumen- 
elemente deuten. Dann zeigt die abgeleitete Gleichung» daß 
zinschen der Energie En und der äußeren Arbeit äÄ die 
BenehoDgdEa^'äÄ keineswegs erfüllt ist^ daß also, niu* auf 
die direkt wahrnehmbaren Veränderungen angewandt» die 
Energiegileichung (76) unrichtig sein würde. 
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Wir selilif Ren hieraus, daß auch bei rein mechanischen 
Systemen Verhältnisse vorkommen können, bei dienen die 
direkte Wahrnehmung einen Widerspruch mit der Energic- 
gleichung ergibt, obwohl dieselbe faktisch erfüllt iht — ein 
Resultat; das wir för das Folgende vormerken. 

§ 36. Kdrperliehe und Bmekkrifcfte^ 

Bei dem Übertrang von einem Punktsystem zu einem 
(anscheinend^ koiilinuierlichen K-jijur ändert sich die Form 
der Bewegungsgleich üiigi Ii, iiisüfcrn allenthalben an Stelle der 
Summen über alle Massenpunkte Integrale über alle mit Masse 
erfüllten Raumelemente dm = Qdk treten, unter q die Dichte 
verstanden. So nimmt z. B. *die lebendige Krail die Form 

(87) W^iJV^dm 

an. Insbesondere aber püegen die Kräfte in einer von der 
fröheren abweichenden Weise gerechnet m werden. 

Von den direkt gegebenen fiuBeren Kräften unterscheidet 
man zwei Arten» je nachdem sie sich in merklicher Starke 
auf endlidbe oder nur auf unendlich kldne Entfernungen 
erstrecken. Erstere wirken im allgemeinen proportional mit 
dem Volumenelement dky auf das man sie bezieht, und ihre 
Komponenten werden daher in der Form X^dk, IT dky Z'dk 
angesetzt Letztere können sich nur auf die der äußeren 
Begrenzung des Körpers unmittelbar anliegenden Teile er- 
strecken und werden demgmäß, als dem betreffenden Ober- 

6ächenelemeat äo proportional, in der Fonn Xdo, Ydo, Zdo 
eingeführt. 

Die beiderseitigen Resultierenden K' und 7, die man 
wohl als körperliche imd Oberflächenkräfte oder 
Drucke unterscheidet, haben natürlich, als auf das Volumen» 
resp. die Fiache Eins bezogen» nicht die in (14) gegebene 
Dimension; es gilt vielmehr 

(88) \K'\^mr^r*, [Z]-i»r'^-% 

und entsprechend 

(89) [i:a = f»J-% 

Die Einheiten der beiden Kraftarten in den beiden 
Maßsystemen ergeben sich nach dem Gesagten von selbst, sie 
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sind im wissenschaftlichen Maßsystem eiue Dyne auf ein 
cm 8 resp. ein cm*, im technischen eine kg-Kraft auf ein 
ra' resp. ein m'^. Indessen wird in beiden Systemen viel- 
fach eine Hilfseinheit, der Druck einer Atmos})häre benutzt, 
gemessen durch das Gewicht einer Quecksilbersäule von 
76 cm Höhe bei 0** Celsius und im Meeresniveau unter 45® 
geographischer Breite. 

Hiemadi ist In wissenschaftHebm Einheiten, da cUe 
Dichte de8 QoeckBilbers unter den verlangten UmstSnden 
gleich 13>596 und ^»980,6 ist, 

1 atm » 76 • 13,596 • 980,6 » 1,013 • 10« ; 

im technischen System ^ wo die Dichte als die in kg aus- 
ffedrfickte Masse eines Kubikmeters in 10* mal gröfieren 
Zahlen zu geben, daiÜr aber die Höhe der Quecksilber- 
säule gleich 0,76 zu setzen und der Faktor jF» 980,6 zu 
beseitigen ist; 

1 atm<= 0,76- 13596 = 10332. 

Statt der letzteren Zahl wird wohl auch der abgerundete 
Wert 10000 kg/m' benutzt, der für 1 cm> eben Gesamt- 
druck von 1 kg, fOr 1 mm' einen solchen von 10 gr liefert 

§ 37. Die Arbeit eines allseitig gleichen normalen 

Druckes. 

Für die Arbeiten der Kräfte K' und K an einem Körper 
erhält man die Ausdrücke 

(90) öAj, » f(X'dx + T'dy + äh , 

(91) rf^,=/(Xaa?+ rat/ + Zdz) dö, 

wobei die Integrale respektive über das ganze Volumen und 
über die ganze Oberfläche des Körpers zu erstrecken sind. 
Körperliche Kräfte spielen im Folgenden, als in praxi selten 

von größerer Wü'ksamkeit, eine geringe Rolle. 

Von Drucken werden wir uns weiterhin zunächst nur 
mit solehpn besrhaftigen, die allenthalben in gleicher Stärke 
und nortuai gegcu das Oberllächenelement wirken. Hier ist 

(92) X — j> OOS (nt, x) , F-=jp cos (n,, y) , Z = p cos (w., z) , 
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wobei p den epezielleni in diesem Falle konstanten Wert 
von K luid % die innere Normale auf dem Oberflachen- 
element do bezeichnet Setzt man noch die Komponente 
der Verrückung da nach der inneren Normalen 

dx cos (fii fX)-{-dy cos (n, ,y)-\-ds cos , js) = (f , 

80 nimmt Gleichung (91) die Form an 

(93) dÄ^=-pJdnido. 

Nun ist aber öriido das Raumelemeut, um das bei der 
Verschiebung von do das Gesamtvolumen des Körpers ver- 
kleinert wird^ Jdnfdo also die ganze bei der Verschiebung 
entsfeelmde Volumenverminderung —Ök; das erhaltene Re- 
sultat l26t sich demgemäß sdueiben 

(94) dJ^^^pöh, 

oder wenn es sich nicht um eine bloß gedachte, sondern um 
eine wirklich stattfindende Veränderung handelt, 

(95) äA^^—päh. 

Diese Arbeit wird jederzeit an dem Körper geleistet, 

wenn bei der Volumenandernng auf ihn von außen her der 
Dnick /) nu«f^eübt wird, gleichviel ob innerhalb des Körpers 
eine Spannung wirkt, dip jenem Druck das Gleichgewicht 
zu halten vermag, oder nicht 

Ist die innere Spannung in dem ganzen Körper kon- 
stant und dem äußeren Druck gleich, so kann der Körper 
(etwa einfachst ein (iasquantum, das sich in einem Cylinder 
belindei und durch einen mit einer Spiralfeder nngedrücktm 
Koli)('n abgeschlossen ist), wie später ausführlicher ge/eiirt 
werden wird, unter dieser Einwirkung im Gleichgewicht 
verharren. Vermuidert man den Druck (iilso die Spannung 
der Spiralfeder) unendlich langsam, so wird das Gas sich 
lanirsam so ausdehnen, daß in jedem Moment die innere 
Spannung (der Druck des Gases gegen den Kolben) dem 
äußeren Druck gleich ist. Hier ist dAo negativ, es wird 
also Arbeit gewonnen, und diese Arbeit hat den bei der 
vorgenommenen Dilatation größtmöglichen Wert, denn bei 
größerem Außendruck würde die Dilatation übeiiiaupt nicht 
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stattfinden. Besteht dauernd zwischen dem äußeren Druck 
und der inneren Spannung Gleichgewicht, so sagt man, die 
Dilatation finde bei vollständiger Arbeitsleistung statt 

Vermindert man dagegen den äußeren Druck plötzlich 
um einen endlichen Betrag, so wird bei einer bestimmten 
Dilatation gegen diesen Druck eine kleinere Arbeit ge- 
wonnen, als nach der inneren Spannung bei derselben Dila- 
tation geliefert werden könnte; man nennt diese ArbeitsleLstung 
unvollständipr. Beseitigt man den äiiLicren Druck gänzlich, 
so findet die Dilatation ohne alle Arbeitsleistung ätatL 
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III. Abschnitt 



Die erweiterte Energiegleiehung und das 
mechanische Wärmeäquivalent 



§ 38. nie Iqniratenz xwiselieii Winne und Arbeit. 

Im vorigen Abschnitt ist gezeigt worden, unter welchen 
Voraussetzungen bei rein mechaniBchen Vorgangen die 

Gleichung der Energie Geltung besitzt; es ist auch hervor- 
gehoben worden, wie unter Umstanden selbst bei Erfüllung 
jener Voraussetzungen die (unvollkommene) Beobaehtung 
Abweichungen der wahrnehmbaren Ersrhpinnngea von dem 
aufgestellten Gesetz liefern kann. Hieraus ergibt sich, daß 
in den zahlreichen Fällen, z. B. von Widerstandskräften, wo 
mechanische Umsetzungen dor Gleichung der Energie nicht 
foloen, immer zwei Erklärungen der Abweiehungen in Frage 
kommen können, einmal nämlich der Widerspruch der fak- 
tischen Verhältnisse ndt den Voraussetzungen, auf denen 
jene Gleichung beruht, und sodann die Un Vollständigkeit 
der Beobaehtung, die möglicherweise wesentliche Umstände 
außer Acht läßt, wenn sie sich nur auf die unmittelbar 
augenfölligen mechanischen Vorgänge beschränkt 

So imhe nun ancli bei der Engigkeit der gemachten 
Vorauasetzongen die erste firklärungsweise liegt, so hat doch 
die zweite sidi bisher überall als zulassig erwiesen. In allen 
Fallen, wo Arbeit ohne ausreichende medianische Kompen* 
sation zu verschwinden schien, haben sich andere Wir- 
kungen nachweisen lassen, für die eine Wertungsskala mög- 
lich war, geeignet, in ihnen das Äquivalent für die ver- 
sch^yundenc Arbeit zu sehen. Und umgekehrt ließen sich 
bei anscheinendem Entstehen von Arbeit auf anderem 
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Gebiete Vorgänge auftindcn, die als ein Verlust von ent- 
ßprechender Größe gedeutet werden konnten. 

Hierher gehörige qualitative Beobachtungen aus dem 
Gebiet der Wärmelehre sind uralt; insbesondere gibt jede 
mechanische Ai-beitsmaschine, sei sie nun mit Naturkraft 
(Wasser oder Wind) oder von Menschen und Tieren 
getrieben, dafür ein Beispiel. Mit der Reibung in den 
i )rehungsachsen wächst zugleich der Arbeitsverlust und 
die Erwärmung; ein Schmiermittel setzt beide gleichzeitig 
herab. Aber diese bekannten Tatsachen blieben so lange 
unfruchtbar^ als die im 18. Jahrhundert herrschende materielle 
Theorie der Wfirme, welche die anschaidiohe und dureh 
gewisse Analogien empfohlene Hypothese eines unzerstdp- 
baren Wärmefloidoms benutzte, zur JSrklärung der im Vorder- 
grund des Interesses stehenden thermischen Erscheinungen 
notdfliftig ausreichte. Auch der Begründer der modernen 
Thennodynamik 8.Carnot*) hat seme bahnbrechenden Besul* 
täte zunAchst im Anschluß au die Fluidnmtheorie abgeleitet 
und ist erst spater zur Erkenntnis von deren Unhaltbarkeit 
durchgedrungen, ohne mehr im stände zu sein, die not- 
wendu;en Folgerungen für seine Theorie daraus zu ziehen. 

Was ihm und anderen Forschem in der ersten Hälfte 
des 19. Jahrhunderts ein mehr oder minder klares Ahnen 
war, ist von dem Arzt J. E. Mayer*"*) in Heübronn ans der 
Gesamtheit der Erfahrung als ein allgemeines Gesetz 
deduziert, von dem Brauer J. Pr. Joule***) in Manchester 
durch langjährige sorgsame Beobachtungen in einem bo- 
grcnzteren Bereiche bestätigt worden, nf'imlich das Gesetz, 
daß, sofern die verschwundene Arbeit keine anderen, 
als thermisciie Veränderungen hervorruft, und um- 
gekehrt verschwnndeue Wnrnie nur von mechanischen 
Wirkungen begleitet ist, die Arbeit der mit ihr in 
Umsetzung begriffenen, wie Seite 10 gemessenen 
Wärme proportional und das Verhältnis beider von 
der Richtung und den Hilfsmitteln der Umsetzung 
unabhängig ist. 

*) Gar not, Reflexions tmt hi pniasanoe motrice da feu, P»rii 1824. 
**) Maydr, lAebigs Ann. 1849; Medhanik der Wftrme, Stutt- 
gart 1867. 

♦♦*) Joule, Phil. Mag. v. J. 1842 ab. Scient. Papers, London 1884. 
Das mechanische Wärmeäquivaleut (UbersetzuDg), Brannschweig 1872. 
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§ 39. Srweitenuig der Energlegleidiiiiiiir« 

Aus diesem Satz von der Äquivalenz von Wärme und 
Arbeit folgt zauächst unmittelbar die Erweiterung der spe- 
ziellen Gleichung (78), die für solche Zustandsäuderungen 
eineö Systems gilt, bei denen der Anfangs- und der End- 
zustand gleicher Energie entsprechen, etwa identisch sind; 
bezeichnet man nämlich mit (W) die in kalorischem MaÜe 
ausgedrückte Wärmemenge, welche nötig ist, um das be- 
trachtete Massensystem aus einem beliebigen Anfangszustand 
über üinen Kreisprozeß iu diesen Zustand zurückxufüiiren, 
mit J die Proportionalitätskonstante zwischen Arbeit und 
kalorisch gemessener Wärme, so muß niuunehr gelten 

(96) (Ä) + J(W)^Q, 

d. h.f ein Gfrewinn von Arbeit muß durch einen Aufwand 
von Wärme, ein Aufwand von Arbeit durch eine W&rme- 
produktion kompensiert sein. 

Sodann eigibt eich aber aueh die entsprechende Er- 
weiterung der allgemeinen Energiegleichung. Entlieht man 
dem Körper die an ihm aufwandte und in der uisprung- 
lichen Form versohwondene Arbeit oder Wärme nicht in 
Form von Wärme oder Arbeit, so kommt sie eben der 
Arbeitsfähigkeit, der Energie des Körpers zu gute, und 
es gilt, indem man in das Symbol F die ganze, sowohl 
thermisch als mechanisch entzichbarc Krieroic zusammenfaßt, 
die nur von dem augenblicklichen Zustand des Körpers 
abhängt^ 

(97) äE^äA-^JäW. 

Bei Anwendung auf endliche Änderungen folgt hieraus 

(98) Ji— jE;i=^, + /TFi,. 

Die 80 verallgemeinerte Energiegleichung kann 
als die exakte Formulierung des Satzes von der 
Äquivalenz von Warme und Arbeit gelten. Ihre erste 
weitgehende Verwertung durch Anwendung auf die verschieden- 
sten Probleme der Physik ist von Helraholtz*) gegeben worden. 

Die vorstehend eingeführte Größe J, das Verhältnis 
der mechanisch gemesscDen Arbeit A zu der ihr äquivalenten 

*) Helmholtz, Über die Erhaltang der £raft, Berlin 1847. 
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kalorisch gemessenen Wärme W heißt das mechanische 
Äquivalent der Wärme. Aus der Gleichimg (96) folgt 
für ihre Dimension zunächst [«TI'^'MM^n^ hieraus ge- 
mäß (47) und (49) 

§ 40. Das mechanische WärmeäqniTalent und das 

Perpetauu mobile. 

Nach der eingeführten Hypothese ist J eine universelle 
Konstante ; nämlich von der Art und der Richtung der 
thermisch-mechanischen Umsetzung unabhängig. 

Wiis ihre Begründung angeht, so kann man sie bis zu 
einem gewissen Grade auf den durch unzählige vergebliche 
Projekte als bewiesen anzusehenden Erfahrungssatz von 
der allgemeinen Unmöglichkeit eines Perpetuum mobile 
erster .Art» also audi der Unmöglichkeit dner Maschine, die 
aof Grrond thennisoh-mechanischer Umsetaungen Arbeit ohne 
entsprechenden Aufwand prodozierti basieren« In der TaA^ 
wemi die Umsetzung nicht nach einem universellen Yerlitit- 
nia statt&ide, a. B* bei einer Umwandlung von Wärme in 
Arbeit m anderer Quotient gültig warci äs bei einer vom 
umgekehrten Charakter, so würde aus den beiden Umwand- 
lungen eine ])ori()disoh wirkende Maschine konstruiert werden 
können, die ohne Wärmezufuhr Arbeit produzierte, — oder ohne 
Wärmeproduktion Arbeit verschwinden ließe, was man als Um- 
kehrung des Perpetuum mobile gleichfalls ausschließen darf. 

Em Beispiel hierfür liefert eine Dampfinaschine, welche 
einen im Dampfkessel ai^brachten Keibuogsapparat treibt; 
in dem Arbeitscylinder wird Wärrae in Arbeit, in dem 
Reibungsapparat Arbeit in Wärme umgewandelt. Wäre das 
"Verhältnis der erzengten Wärme zur geleisteten Arbeit in 
dorn letzteren Teil der Maschine ein s^rößeres, als das der 
auigewandteu Wärme zur erzengten Arbeit in dem ersteren, 
so würde, nachdem einmal durch Anheizen die Maschine 
in Gang gebnieht wäre, die Feuerunp^ l)eseili<2:t und doch 
dauernd Arhi it von der Maschine entnonmie» werden können. 
Im uniLrekthrtcn Falle müßte, um den bloßen Grang auch 
bei versciiwindenden AViderständen aufrecht zu erhalten, 
dauernd Arbeit zugeführt werden. 
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Folgt somit aus der Unmöglichkeit eines Perpetuum 
mobile erster Art^ resp. seiner Umkehrong, die universelle Kon- 
stanz des mechanischen Wärmeäquivalentes, so werden um- 
gekehrt Beobachtungen, welche die Proportionalität zwischen 
Wärme und Arbeit und die Universalität des Proportiona- 
litätsfaktors beweisen^ den ohne eigentliche systematische 
exakte Prüfung allmählich üi das Bewußtsein eingewanderten 
Satz von der Unmöglichkeit eines Perpctuuni mobile wissen- 
schaftlich stützen helfen. Die mannigfaltigen zum Zwecke 
der Bestimmung des niochaniachcn Wärmcäqnivaleiitos J 
zui* Anwendung gebrachten Beobachiungsmethoden haben 
deshalb eine weiten eichende Bedeutung; da sie überdies auch 
lelin'eiche Beispiele fiir die verschiedenartige AnweiKhinET der 
erweiterten Energiegleichimg (97) durbieten, >o soüen die 
wichtigsten von ihnen nachstehend kurz besprochen werden. 

§ 41. Berechnung^ Ton J aus den Gaskonstanten. 

Die älteste BestimniuDg des mechanischen Wärmeäqui- 
valentes J durch R. Mayer*) basierte auf bereits vorliegenden 
Beobachtungen über das thermische Verhalten der Gase, 
insbesondere auf dem Gesetz von Boyle-Gay Lussac 

(100) pV^MB^, 

weiter auf dem 8. 11 besprochenen Resultat, daß ein Gas 
za derselben Temperaturändarong eine merklich verschiedene 
Wärmemenge gebraucht, wenn die Erwärmung bei konstantem 
Druck und wenn sie bei konstantem Volumen gesohiehti 
d. h. auf dem Unterschied der spezifischen Wärmen Cp und 
Co, und endlich auf dem aus Beobachtungen von Gay 
Ijussac**) folgenden Satz, daß ein Gas, das sich nach S. 75 
ohne Arbeitsleistung ausdehnti seine Temperatur nicht ändert. 

Die Schlußweise von Mayer benutzt eine Reihe von Zu- 
standsänderongen, die genau ziun Anfangszußtand zurückfuhrt 
und für die sonach die Formel (96) anwendbar ist Das 
Gasquantum wird in einem Cylinder C befindlich und durch 
einen reibungslos beweglichen und masselosen Stempel S, 



*) Mayer, 1. c 

**) Gay Laasac, Mtfm. de la Soc d Arcneil» T. I, S. 180, 1807. 
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der mit einem zur Aufnahme von Gewichten bestimmten 
Teller T verbunden ist, abgesperrt gedacht. Außer der 
Belastung wirke kein Druck auf den Kolben. 

Zunächst habe der Stempel seine höchste, durch die 
Widerhalte bestimmte Stellung 1, und seine Belastung sei 
gleich Null. Von der ursprünglichen 
Temperatur &q werde jetzt das Qhb 
dtutoh WSnneziifiihr auf erwärmt; 
hierzu ist nadi S. 11 die Aufwen- 
dung 

erforderlich. Nunmehr werde von 

der benachbarten gloichhohen Platte 
Pj auf den Teller ein so gi^oßes 
Gewicht O o-pscboben, daß durch 
dasselbe der Gegendruck des Gases 
gerade kompcnsiert w'ird, der Stempel 
also jetzt auf dem (rase schwebt. 
In diesem Zustand Averde die Tem- 
peratur des Gases allmählich auf 
erniedrigt^ wozu der Wäi'meaufwand 















S 






c 









Hg. 6. 



erforiI( rlich ist Bei diiser Abküh- 
lung zieht sich das Gas zusammen, der Stempel sinkt, bei 
ungeänderter Belastung bis in die Stellung 2, sagen wir um 
die Höhe h herab, dabei leistet die Schwere nach (44) an 
dem Gewicht die Arbeit A =^ Gh, oder wenn man den Druck 
auf die Flächeneinheit = (r/Q einfuhrt und berücksichtigt, 
daß Qh der Differenz der Volumina und Vq vor und 
nach der Abkühlung gleich ist, gemäB (95) auch 

Endlich werde die Belastung G auf die benachbarte Platte 
P2 geschoben, was keine Arbeit erfordert, und das Gas sich 
selbst überl assen^ es findet dann Ausdehnimg ohne Gegen- 
druck, d. h. ohne Arbeitsleistung statt, welche nach dem 
oben Gesagten die Temperatur des Gases nicht ändert, 
also das Gras voUständig in den Anfangszustand zu- 
rückfuhrt. 

Voigt, Wlm^elir». 6 
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Nach (06 ) muJi demgemäß A-i-J(Wi-^ W^) verschwindeiiy 

also 

sem, und infolge hiem» gelten 

p(r,-r,) 

M(e,—c)(&,—»^)' 

Nim ist nwdi (100) 

also j) (Fl - F») - Jlf£ (*i - «.), 

und fOr J findet aidi der Anadraok 

hierin ist nach (100) B durch die einem i^onnaldruck j?o und 
einer Normaltemperatur entsprechende Dichte ßo^-^^/^o 
ausdrückbar gemäß der Formel 

80 daß man schließlich erhält 
(102) 



Es sei nun j?o gleich einer Atmosphäre, also gleich 1,013.10^, 
j^^ gleich 0* Celsius, also gleich 273; dann ist nach der 
Beobachtung für Luft die Dichte Qq = 1,293.10-«, Cp = 0,2375 
naish 8. 18 (was voraussetzt^ daß die Kalorie för 15^ Celsius 
definiert ist) und Cplc„ = 1,405. Hieraus folgt 

cT». 4,190.10% 

oder bei Einführung technischer Einheiten wegen 9,806 

J^» 427,3 kg m. 

Um zu deu Zahlen überzugehen, welche der fiir 0 ^ definierten 
ivalorie entsprechen, hat man die vorstehend gegebenen mit 
1,007 zu multiplizieren. 

Mayer fand mit weniger zuverlässigen Zahlwerten 
e7;=365kgm. 
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§ 42. Eine aUgemeiiie Bemerkung zur Theorie der 

Beobachtung Ton «T. 

Bei fast allen zur Bestimmung des mechanischen Wärme* 
äquivalentes angewendeten Beobachtungsmethoden ist die 
Energie des Systemes am Ende der hervorgenifenen Ver- 
ändeningsrclhe von der am Anfang dadurch verschieden^ daß 
ein Teil des Systemes eme andere Temperatur als zuvor be- 
sitzt. Man iügt dann passend zu dem wklich beobachteten 
Vorgang noch eine nur gedachte Ei^anzung, durch die der 
Zustand (in der Haupt5?ache) auf den anfänglichen zurOck- 
frotlilirt und der Kreis geschlossen vvii'd, indem man die 
betreöenden Körper bei dem horr-^eliendeu Drnek 1 atm) 
auf die Anfangstemperatur abgekühlt denkt. Ist die betreffende 
— in der Retrel allen Körpern des Syntemes gemeinsame — 
Temperaturditl'crenz gegen den Anlanirszustand gleich x, so 
ist düLe hierzu erforderliche Wärmemenge 

(103) 3TFo« — Smc^T, 

die Summe über alle in Betracht koimneii(ion KTirper erstreckt. 
Auf diese Weise umgeht man die Benutzung des Gesetzes, 
welches die Energie eines Körpers mit seiner Temperatur 
verbindet, ein Gesetz, über das wir erst im Laufe der Ent* 
Wickelung der Theorie Aufklärung erhalten werden. 

§ 43. Bestimmung Ton J durch fieibungsTerenehe. 

Eine Reihe der ausgezeichnetsten Beobachtungen Joules*) 
benutzt eine Anordnung, bei der ein Uhrwerk einen Rei- 
bungsapparat treibt^ der in einem Kalorimettiff angebracht 
ist und mit seiner Warmeproduktion die Flüssigkeit des 
Kalorimeters erwärmt. Die Einrichtung des Beibungsapparates 
wurde mehrfach verändert 

Hier wird die Arbeit durch das herabsinkende Uhr- 
gewicht geleistet; bezeichnet also M dessen Masse, h seine 
Fallhöhe, so ergibt Formel (96) bei Rücksicht auf (103) 

(104) Mgh—JXmc,x^O. 



*y Jonle, Phil. Mag. (3) T. 31, S. 173, 1847; PM. Tnmi. 1860, 
. S. 61i Kep. Bht. Aas. 46, S. 27ö, 1876. 

6» 
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Allerdings ist diese Beziehung nicht strenjj; wenn auch durch 
die Wärmezufuhr dW^^ die thermische Energie des Kalori- 
meters auf den A Umgangs weil zurückgeführt war, so besaß 
doch die Energie des Systemes im übrigen nicht genau den 
Anfangs wert. Die Arbeit der Schwere war also nicht voll- 
ständig in der Tempt raturcrhöhung des Kalorimeters ent- 
halten^ sondern war zu einem Teil in die lebendige Kraft 
des fallenden Uhrgewichtes, zum Teil in Keibungswärme in 
Drehungsachsen, zum Teil auch in die Energie der Schwin- 
gungen eines in dem Apparat bei seiner Bewegung erzeugten 
Tones übergegangen, ganz ab^e sehen von dem WärmevenaBt^ 
den das Kuoiimeter selbst anroh Strahlung nnd Ableitung 
erlitten hatte. Diese Betrage, Welche sich durch spesieUe 
Beobachtungen ermittehi lieäen^ sind von der in Formel (104) 
auftretenden Arbeit Mgh in Abzug zu bringen* Die von 
Joule auf dem beschriebenen Wege ermittelten Werte nach 
von Bowland*^) angebraditen Keduktionen liegen in der 
Nahe von e/i = 4241^m. 

Zu einer hohen Vollkommenheit hat in nenerer Zeit 
Bowland'^*) diese JoulcEMshe Beobachtungsmethode aus- 
gearbeitet, einmal durch Anwendung eines sehr großen Maß- 
stabes der Apparate, dnrch den gewisse Fehlerquellen, ins- 
besondere die äußeren Wärmeverluste des Kalorimeters (als 
von dem Verhältnis der Oberfläche zum Volume abhängt) 
herabgedrückt werden, sodann durch Anwendung eines sinn- 
reichen von Puluj***} angegebenen Kunsttrriffes, der die auf- 
gewandte Arbeit frei von den Reibungsfehlern zu bestimmen 
gestattet. Letzterer beruht darauf, daß man das Kalorimeter 
um eine mit der Achse des Reibungsapparates zusammen- 
fallende Achse drehbar befestigt und das Drehungsmoment N 
beobachtet, welches erforderlich ipt, um das Kalorimeter 
während des Rotierens des Reibuiigsapparates in seiner 
Position zu halten. Denkt man sich den ganzen Raum in 
einem entgegengesetzten Sinne derartig gedreht, daß der 
zuvor bewegte Reibungsapparat nunmehr still steht und das 
Kalorimeter rotiert, so erkennt man aus der Definition der 
Arbeit in (23) leicht, daß die hierbei an dem Kalorimeter 



*) Rowland, Proo. Am. Soo. (2), T. 7, S, 76, 187». 
Palttj, Pogg. Ann. Bd. 163, S. 43, 1876. 
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bei jeder Umdrehung geleistete Arbeit gleidi 2^ ist; denn 
"N ist gleich dem Produkt auB der ausgeübten Kraft K in 
den Hebelann ( und der Angriffspunkt von K legt bei jedem 
Umlauf den Weg 2nl zurück. 

Bei den Rowlandschen Beobachtungen trat sehr merk- 
lich die Unsicherheit in Betreff der spezifischen Wärme des 
Wassers hervor, das die Kalorimeterflüssi^eit bildete. Je 
nachdem Cp bei verschiedenen Temperatnrm t nach Celsius 
gleich Eins genommen und demgemäß die Wärmeeinheit 
verschieden definiert wurde^ ergab sich die folgende Werir 
reihe für J\ 

5» lö« 20<» 25<> 30» 30*» 

J:10-'- 4,212 4,200 4,189 4,179 4,173 4,171 4,173. 

Hieraus würcle 0** etwa der Wert 4,224.10^ folgen, 
während sich bezügUch der spezifischen Wärrae des Wassers 
das S. 18 zitierte liesultat ergibt. Wie S. 10 gesagt, neigt 
man s^pc^enwärtig dazu, die Kalorie durch W asser von 15^ 
zu dehoiej^n; maQ würde demgemäß . . 

J'<=4»189.10^ Ji^421ß kgm 

zu setzen haben. 

§ 44. Besümmungen tou J durch Kompression und 

DilataUon der Luft. 

Eine zweite Beobachtungsreihe*) Joules knüpft aTi die 
Erwärmung resp. Abkühhmg an, die Gase bei Kompression 
resp. Dilatation unter vollständiger Arbeitsleistung erfahren. 
Der das Gas aufnehmende Ilezipient befand sich innerhalb 
eines Kalorimeters, und es wurde entweder mit einer gleich- 
falls im Kalorimeter befindlichen Pumpe Luft in ihn hineinge- 
presst oder die in ihm komprimierte Luft durch eine enge 
Offiünng entlassen. 

Um die bei der Kompression au£Euwendende Aibeit zu 
berechnen,' ist die * Gimuiförmel (95), in der das ^Volumen 
jetzt mit F bezeichnet werden mag, also die Beziehung 

(105) äA=—pdV 



*) Joale, Phü. Mag. (8), T. 36, 86d, 1845. 
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heranmziehen und zu berQcksichtigeiiy daß die Wassermenge 
des KalarimeteTB nur sehr wenig erwäimt wurde, daß also pV 
als konstant) nämlich gleich dem Anfangswert 2>o (oder dem 
Endwert ji^ }^) betrachtet werden diufte. £s ergibt sudi 
sonach 



Bezeichnet man nun das Volumen des Rezipienten mit Z7, 
das des Pumpensticfols mit ü\ so gelten für die soccesiven 
Kolbenstoße die Formeln 



denn bei jedem Niederdruck ist zuerst das Gas in der 
Pumpe bis auf den bereits im Rezipienten herrschenden 
Druck zu komprimieren, bevor sich das Ventil, öfinet und 
das Gas im Rezipienten in Mitwidrang tritt. Da aber die 
Besiehnngen gelten 



u. a. f.^ so nimmt das System (106) die Form an 



A ( 17+ 2 Z70 In (pM + Po CT'ln (pjp^), 

A^PoIU+3UVMPs/P2) 

A,=Po{U+iinin(pJp,) 

+p^ W (In (i?3/pj) + In (p^Ip^) + hl (pjpn)) 



woraus dann für n Kolbenstdße ersichtlich folgt 



also dasselbe, als wenn die Kompression auf einmal statt- 
gefunden hatte. ^ 





(107) 



lAh -jPo (U-\-n U') In [pnlp^) , 
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Um die Formel (96) anzuwenden, kami man sich dann 
(außer der Entziehung von Wärme) noch eine Ausdehnung 
ohne Ai'beitaleistung auf das ursprüngliche Volumen an- 
gebracht denken, wodurch nach 8. 80 die Temperatur nicht 
geändert, aber der ursprüngliche Zustand vollständig wieder 
hergestellt wird. Indessen ist zu berücksichtigen, daß die 
in (107) bestimmte Arbeit auch hier nicht die ganze über- 
haupt an dem System geleistete daisteUt, ecmdero dn o^- 
hebncfaer Betrag (A^) zur Überwindung der Beibung in der 
Pumpe an&awenden war. BerQoksichtigt man dieeelbe, so 
ergibt sdcli die Beziehung 

(iü8) Ar^Po {U-\- n f^O hl CPm/Po) — J^mcpx ^ 0 . 

Die Arbeit Ar wurde eliminiert^ indem dieselbe Anzahl von 
Kolbenstoßen ohne Zuführung von Gas ansgeführt wurde; 
fand hierbei eine Temperatursteigenmg nm Grade statl^ 
so fsalt 

(109) Jr— Jlmcpz" — 0 , 

woraus als Formel zur Berechnung von J schließlich folgt 

(110) p^(ü-i-nü')\n{PnlPo) = J'{r — T')lmCp. — 

Eine Dilatation des komprimierten Gases^ die eine tienaue 
ümkehrung des Vorganges dor Kompression darstellte, hätte 
sich durch eine geeignete Einrichtung der Pumpe erreichen 
lassen. Jonle zog es vor, die Inngsame Kotspannune; da- 
durch zu bewirken, daß er das Gas durch eine sehr kleine 
Ofinung in ein von der KalorimeterflüssigkeiL umgebenes 
Schlangenrohr und daraus in die freie Luft austreten ließ. 
Hier stellt dann die Reibung in der C)tiiiung die Gegenkraft 
dar, gegen welche das Gas seine Arbeit leistet, und die 
Leistung erschöpft um so voUstündiger die dem Gase eigene 
Eneigie, je kleiner die schließliche Aus^^ußgesch^\indigkeit ist. 

Um die Beziprozitat zwischen den beiden Vorgängen 
recht dratUdi zn füberseh^, kann man eidi den Widerstand 
- in der Öffnung dadurch hervorgebracht denken^ daß man, 
wie die flg. 7 anf S* 88 andeatet, dieselbe dnrch ein Betern von 
Diaphragmen verschlossen denkt^ die sich gegen eine äußere 
Kran verschieben lassen. Hier erkennt man sogleich die 
Gültigkeit der froheren Formeln bei angemessener Umkehr 
'des VorzeichenB. 



Digitized bf Google 



88 



L KipiteL Bi» Gleiduiiig dtr IBmergle eto. 



Aus seinen Kompressions- und Dilatationsbeobachtungeu 
erhielt Joule Werte von Ji, die nach Bowlands Reduk- 
tion bei 444 und 438 kgm liegen. 



§45. Best 



HIMII 



Hg TOD J durch galyanisehe 
Wirmeenengiuig* 




Weitere Beobachtungen*) Joule s knüpfen an die 
WärmeentwiokeluDg an, die stattfindet, wenn ein elek- 
trischer Strom in einem Leiter 
fließt. Für ihre Theorie be- 
nutzt man am besten die — 
übrigens neuerdings wieder ex- 
perimentell gestützte — ma- 
terielle Hypothese der Elek- 
trizität Ein elektrisches Teil- 
chen von der Ladung e erfäbi-t 
in einem elektrischen Felde 
mit dem Potential (p nach einer 
beliebigen Richtung s eine 
Kraft gleich — eBfpjBs; wenn 
es unter der. Wirkung dieser 
Kniffc einen W^ (1, 2) zurfick- 
legt, leistet diäelbe an ihm 
eine Arbeit 

2 

X 

Ist dieser Weg ein Stück eines linearen Leiters, imd gehen 
in der Zeiteinheit n Teilchen durch jeden Querschnitt, so 
ist ne die Stromstärke i, und somit die auf die Zeiteinheit 
bezogene Aibeit an allen in dem Leiterstück wandernden 
Teüchen gleich 

(III) 

Diese Bewegung findet gegen einen Widerstand derart statt, 
daß mit Aufhören des treibenden Potentiaigeiailes sogleich 

*) Joule, PhiL Mag. (8) T. 23, S. 263, 347, 435, 1843; Atheo. 
(2) 1867, S. 486. 
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der Strom verschinndet; hieraus folgt gemftß dem Gesete 
von Ohm 

(112) I=(<p,-g>,)IR, 

unter B den Widerstand des Leiterstückes verstanden. Die 
Kombination von (III) und (112) liefert dann 

(113) Ä'^I^R 

Diese i^beit kann direkt mechani.sch geraessen werden, 
wenn man das eiektrissche Feld durch die Bewegung eines 
Magneten in der Näiie des geschlossen gedachten Leiter- 
stückes erzeugt. Es wird hierdiuch in dem Leiter ein 
Strom induziert, dessen magnetisches Feld der Bewegung 
des Magneten einen Widerstand entgegensetzt, imd gegen 
diesen ist die betreffende Arbeit zu leisten. Man kann 
sie aber auch aus beobachteten I und B berechnen, wenn 
man diese Größen nur in solchen (absoluten) Einheiten 
ausdrfiekt, dafi das Produkt jene Arbeit gibt, die zur lur 
duktion des Stromes au&uwenden sein wfirde. 

Unterbricht man den Strom, nachdem er die Zeit t an- 
gedauert hat, so ist hernach das Leiterstnck elektrisch in 
dem ursprünglidien Zustande; es gelangt auch thennlsch 
auf den ursprünglichen Zustand zurück, wenn man ihm die 
entwickelte Wärme entzieht Sonach gilt hier die Gleichung 

(1 14) P Wt — Jj'ZmCp = 0 , 

welche wiederum die Bestimmimg von J gestattet. Joule 
fand nahezn Jt — 430 kgm. Die Methode ist nach Aus- 
bildung der elcktiischen Meßinstrumente zu einer ebenso be- 

?ucni{ n als genauen geworden und wiederiioit angewandt, 
n neuer Zeit hat Dieterici*) sie benutzt und dabei die 
entwickelte Wärme mit dem Bun senschen Eiskalorimeter 
gemessen. Benutzt man die Bunsensche Zahl 79,87 für 
die Schmelz wäiiue des Eises, setzt die mittlere spezifische 
Wärme des Wassers zwischen O'^ und 100" Celsius gleich 
1,0045, so ergibt sich aus seinen Zahlen unter Definition 
der Kalorie bei 15^, 

J= 4,195 . 10 \ Ji =- 427,8 kgm, 

eine Zahl, die gut mit der Rowl and scheu überemstimmt 

*) Di«terioi, Wi^d. Ann. Bd. 48, S. 40S, 1888. 
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Obwohl ebenso, wie die ersten Joule seben^ auf rein 
mechanischen Wirkungen beruhend verdienen noch cwa 
spatere Beobachtungsmethoden wegen der ganz abweichen* 
den Anordnung dne Erwähnung. 



§ 46. Bestlmmiuigen Ton «T dareli den StoB weieher 

Körper. 

Hirn*) benutzte die Vernichtung lebendiger Kraft- bei 
dem Stoß weicher Körper. Sein Apparat (s. Fig. 8) bestand 
auB dnem an Ketten aufgehängten Steinklote (dem Amboß Ä), 




Fig. 8 



gegen den ein gleichfalls aufgehängter schwerer Eisencylinder 
(der Hammer II) einen Stoß ausführte. Der Amboß trug 
auf der dem HaLmner zugewandten Seite einen Bleiklotz JJ, 
der den Stoß auffing und bei seiner Deformation den größten 
Teil der lebendigen Kraft des stoßenden Hammers durch 
innere fieibung verzehrte, infolge hiervon seine Temperatur 
ändernd. Da nadi dem Stoß diuB System noch in Bewegung 
war, so ist zur Berechnung des Vorganges die allgemeine 
Energiegleichung (98) anzuwenden; denkt man, wie in den 
früheren Fullen, die entwi<^dte Warme wieder enteogen, 
so ist nur die Differenz der mechanischen Energien des 
Systems vor und nach dem Stoß in Bechnunff zu setzen. 
Im in diesen beiden Momenten alle Teile merk&ch dieselbe 
Lage besaßen^ so kommt keine äußere Arbeit A^f in Be- 



*) Hirn, Exposition aiialytiqiie et ezpMnentale de 1» theocie eto. 
Kolmar und Paris. 1862. 
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tracht; die potentielle Energie 0 kann man in beiden Zeit- 
punkten als gleich ansehen, wenn man berücksichtigt, daß 

das Blei bei der Deformation seine Konstitntion nicht merk- 
lich ändert, sich vielmehr ähnlich wie eine zähe Flüssigkeit 
ohne Volnmenändcnino; deformiert, nnd daß auch die 
Schwingungen in Hammer und AmlioJb, welche der Stoß 
hervomift, unbedeutend waren. Infolge hiervon reduziert 
sich Gleichung (98) auf 

(115) W^ — Wt^ — Jtlme,, 

wobei nnd die lebendigen Kräfte des ganzen Systems 
vor und nach dem Stoß bezeichnen. 

Da der Amboß vor dem Stoße ruhte, so besteht 
ausschließlich ans der lebendigen Kraft des Hammers, die 
nach (80) wiederum der Arbeit der Schwerkraft beim Her- 
abfallen, also Mgh^f gleich i«t, wenn M die Masse, die 
Fallhöhe des Hammers bezeichnet. Die lobendige Kraft 
nach dem Stoße wird zu einem Aufsteig-en von Hammer 
und Amboii benutzt;, sie ist also nach (80) gleich -{-{MgJi^ 
-fC-^'-f w)^Äj), wenn Jf' die Masse des Amboß, m die des 
Bleiklotzes imd h^, h\ die Steighöhen von Hammer und 
Amboß bezeichnen. 

Somit wird schließlich 

(1 1 6) Mg(hi — Äj) — (M' -f- m)ghi ^ Jxlme,, 
Hirn ^d Jt^42b kgm. 

§ 47. Bestinimiing yob J* dnrcli Behninig elagtiselier 

Drähte. 

Ed 1 und*) beobachtete die Tempeiaturanderungen, welche 
MetaUdrahte doroh Dilatation erfahren. Sein Apparat (Fig. 9) 
bestfuid aus einem Hebel H, der um eine Achse Ä drehbar 
war und mit einer Stelle ß am unteren Ende des vertikal 

herabhängenden Drahtes D befestigt war; ein längs des Hebels 
vorschiebbares Gewicht G gestattete, die Belastung des 
Drahtes und somit seine Dehnung stetig zu steigern; die 



Edlaad, Pogg. Ann. Bd. lU, S. 1, 1861. Bd. 126, S. 639, 

1868. 
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Temperatur dee Drahtes wurde mit einem angelegten Thermo- 
dement bestimmt 

Beeeiohnet 8 die den Draht spaimende Kraft, ds die 
vertikale VerBchiebaDg ihres Angrifibpunktes^ so ist 8d8 die 
Arbeit von S bei der Yersohiebung mn ds, und 

u 



2> 





m 


A 


MM 






V 



Q 



A ^JSds, 

das Integral zwischen den entsprechenden Grenzen ge- 
noLunicn, die bei einer endlichen Verschiebung geleistete 
Arbeit. Wie bei der vorigen Methode ist aber auch hier 
durch Entziehung der entwickelten Wärme der Anfangs- 
zustand nicht volLsüindig hergestellt; es bleibt eine Differenz 
der mechanischen Energie, und zwar hier, wo es sich um 
Gleichgewichtszustände handelt, eine solche allein der poten- 
tiellen Energie zurück, wodurch die allgemeine Energie- 
gleiohung (98) die Form gewinnt 

(117) — 0i==/5d« — JtiS»«^. 
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Hierin ist — der Unterschied des inneren Potentials 
des Drahtes im zweiten und im ersten Zustand zunächst un- 
bekannt, also noch zu bestimmen, um eine Berechnung von 
J zu ermöglichen. Um dies zu erreichen, loste Ed 1 und 
den Draht, nachdem derselbe die ursprungliche Temperatur 
wieder angenommen hatte, plötzlich von dem Hebel H und 
lieü ihn sich also ohne ArbeitbleLstung zusammenziehen. 
Hierbei wurde eine andere Temperaturänderung t, beob- 
achtet, und die Formel (117) liefert jetzt^ da der Zustand 2 
nmimdir dar Anfan^ssostaiid ist, 

(118) ^1 — ^2^ J^Xme^ 

Somit resultiert schließlich 

2 

(119) /(ti -t-T») 2 

1 

Um das links stehende LitegnQ auszuführen, hat man 
zu berücksichtigen, daB die gesamte Dehnung « des Drahtes 
der momentanen Belastung B proportional ist; es ^It naro- 
Hd]i wenn man unter h die Longe, unter & einen für das 
elastische Dehnungsvennögen des DraJites diarakteristisGfaen 
Parameter versteht^ 

Hiemach wird 

und, wenn jS|| sehr klein oder !NuIi ist, gilt nach (119) 

(120) \ luL^t + T?) 

Die von Ed 1 und für Jt erhaltenen Resultate sind für ver- 
schiedene Metalle etwas verschieden und liegen im Mittel 
etwas über 480 kgra. — 

Die vorstehende Zusammenstellung gibt eine Vorstellung 
davon, wie sehr nahezu die verschiedensten Beobachtungs- 
methoden für die Umwandlung von Arbeit in Wärme den- 
selben Koeffizienten / ergeben, in welchem Mafie nach 
dieser Seite also der Äquivalenzsatz resp. die verallgemei- 
nerte Energiegleichung sicher gestellt ist. Für die umge- 
kdnte Umwandlung sind die Beobachtungen wegen der 
großen Fehlerquellen, welche Arbeitsmaschinen darbieten, 
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sehr schwierig und demgemäß nur in geringerem Umfange 

angestellt. 

Dil wir auf die Theorie der thermisch -meeliauischen 
Arbeitsmaschinen, insbesondere der Dampfmasclmiwi, weiter 
unten ausführlicher eingehen müssen^ so darf eine ausführ- 
Höhere Besprechung der an Ümen erhalteiien Bestätigiuigen 
der verallgemeinertea finergiegleichung, resp. der Äquivalenz 
von Wärme nnd Arbeit eleicbfalls auf sp&tere Gelegenheit 
verachoben werden. Docä mag hier erwfilint werdoi^ daß 
die in großem Maßstäbe angestellten Yersnclie Hirns*) 
nach den ßowland sehen Bereohnimgen Werte von Jt er- 
geben baben, die zwischen 420 und 432 kgm liegen. Die 
Obereinstimmung ist also eine durchaus befriedigende und 
beweist die Gleichli« It des Proportionalitätsfaktors für die 
Umwandlung von Wärme in Arbeit mit demjenigen für die 
Umwandlung von Arbdt in Wärme.**) 



*) Hirn 1. c. 

**) £ine erschöpfende ZosammeDsteliang der erhaltenen Zahlen 
gab Amei, Rapports Oongrte de Physique 1900, T. 1, S. 178. 
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Anweudung der erweiterten Energie- 

gleicliimg auf kosmische Pliäuomene. 



§ 48. Wärmeentwickelung in aui die Erde fallenden 

Körpern. 

Nachdem das mechanische W5raLe8(|mvalent «T durch 
die Messungen bestimmt ist^ kann man die verallgemeinerte 
Ikiergiegleichung 

(121) dU^äÄ + JäW 

zu verschiedenen interessau^n Folgemngen verwenden. Auch 
hierbei ist es unter Umstanden, um die Schwierigkeiten zu 
vermeiden, die das noch nicht bekannte Gesetz für E bringt, 

vorteilhaft, so, wie schon oben geschehen, in den Fällen, 
wo Anfangs- und Endzustand thermisch verschieden sind, 
durch emp nur credaclite Wärmeentziehung die ursprüngliche 
Temperatur wiederherzustellen, so daß also links nur die 
etwaige Änderung der mechanischen Energie übrig bleibt. 

Handelt es sich z. B. um einen Körper, der unter der 
Wirkung eines äußeren Potentials ^P' eine ßeweguns: aus- 
führt, bei der durch irgend welclip Widerstände Energie in 
Wärme umgewandelt wird, so kauu man nach (121) schreiben 

(122) E^ — Ei-^^l— ^i—JWo, 

wobei das letzte Glied jene gedachte Warmeentziehung dar- 
stellt, welche die Temperaturändemng kompensiert und die 
man auch als die bei dem Vorgang entwickelte Wärme^ 
menge bezeichnet. 

Fällt ein Korper unter der Wirkung der Schwere aus 
der Ruhe und kommt er, etwa durch Au&llen auf eine 



Digitized by 



96 I* KapiM. Die Glflio&miff der Enar^« etc. 

Unterlage, abermals zur Rnhe, so ist <Pi — Mghf unter 
M die Masso, unter h die Fallliöhe des Körpers verstanden. 
Kaiiu die (mechanische) Energie des Körpers am Aniaiig 
und am Ende als gleich gelten, so ist hiernach die Größe 
der gesamten Wänneeiitwickelimg gegeben durch 

(123) ^o^^.' 

oder wenn man die auf die Masse Eins bezogene Warme- 
entwickeluug mit bezeichnet^ durch 

(124) ««-y- 

Die p^eraachten Voraussetzungen sind u. a. erfüllt, wenn 
der fall63nde Körper weich, die Unterlage hart ist; hier wird 
sich die Warraeentwif^'kolung ganz überwiegend in dem 
Körper abspielen, es wird = 3ICpT y u\,—CpT zu setzen 
sein, unter Cp die spezifische Wärme des Körpers, unter t 
seine Temperaturänderung verstanden^ und für diese Tem- 
peraturänderung wird fo^en 

gh 



z = 



JCp 



Für eine Bleikugel, die (wie bei Benzenbergs Fall versuch) 
um 80 m fallt, ergibt dies bei Rücksicht auf c^ = 0^1, 
4,19.10» 

G^angt der eilende Kdiper aus dem Wdtenrauiii naoh 
der £rdober£iche^ so Dimmt die mit der ZerstÖmng fleiner 
Geschwindigkeit verbundene Wfirmeentwiokelmig ^hr be* 
deutende Werte an. Hier ist f&r 4^ das Potential der 
Gravitation einzusetzeni d. h. wenn k die Gravitationskon- 
stante^ Mg die Erdmasse, r den Abstand des fallenden 
Körpers M vom £rdzentrum bezeidinet, 

(126) ^ M^. 

h bestimmt sich daraus, daß die Beschleunigung an der Erd- 
oberflache, d. h. für r^iBÜ;, mit g uberemstimmt; deshalb ist 
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(126) 9 

es wird demgemäß 

(127) <p'«_i^, 

und für einen aus unendlicher Entfernung kommenden^ mit 
verschwindender Geschwindigk^t beginnenden mid (infolge 
ausgeübter Widerstände) mit eben solcher endenden Köiper 
liefert die Formel (122) 

(128) **'o-^- 

Die Vergleichung mit (124) seigt^ daß der aus Unendlich 
kommende Korper sich ebenso verhalt, als hätte er unter 
der konstanten Beschleunigung g die Höhe des Erdradius 
durchfallen. Bei Benutzung von 22^^6,4*10^ om folgt 
hieraus rund 

Wo = löOOO, 

d. die WSrmeentwickelung pro Gramm Bender Masse 
betr^ 15000 Kalorien. Es ist klar, daß, selbst wenn ein 
großer Teil hiervon an die widerstehenden Mittel, also die 
AtmosphSre oder den Erdboden abgegeben wird, der Best 
unter Umstanden ausreichen wird, den Korper bis zur Ver- 
brennungs- oder Verdampfungstemperatur zu erhitzen. Das 
Aufleuchten der auf die I^e fallenden Sternschnuppen 
findet hierdurch seine Erklärung. 

§ 49. Theorie der SonnenwSrme von IL Hayer. 

Noch erheblich höher steigen die Wärmeentwickelungen, 
wenn eui Körper in die Sonne füllt. Hier ist 

(129) 0' 1"^^^^' 



unter Jf« die Masse der Sonne, unter r der Abstand vom 
Sonnenzentmm verstanden, oder bei Benutzung des Wertes 
von k ans (126) 

(130) 0'=. _ 



MM, Big 



Voigt, mUnnttletiTe. 
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Für einen aus unendlicher Entfernung kororoenden, mit Buhe 
beginnenden und endenden Körper wird sonaoh 

(131) = 

M, Iis J 

also wegen K/JU;— 360000, i^/üi— 112 rund 

Wo = 48. 10«. 

Dieser Wert von Wq darf als eine obere Grenze be- 
trachtet werden, insofern eine Steigerung nor noch durch 
eine auf die Sonne bin gerichtete Anfangsgeschwindigkeit 
bewirkt werden könnte und daher in merklicher Größe nicht 
eben wahrscheinlich ist. Man kann ihm eine Art von unterer 
Grenze gegenüberstellen, insoforn eiue kleinere Einfall- 
geschwindigkeit nicht wohl (h^nkbar ist, als die, welche ein 
in engster Kreisbahn die Sonne umlaufender Körper besitzt. 
Hier ist in Formel (122) 02'=«?f, E^^-\-W, ^2 = 
Sj^O zu setzen und iur W der Wert zu nehmen, bei dem 
die Zentrifugalkraft der Gravitation der Sonne eben das 
Gleichgewicht hält, d. h., wo V^/Rf (unter V die Ge- 
schwindigkeit verstanden) gleicii kM^lB^^ oder 

^ _ hMMg 

ist. Hieraas folgt 

(132) iffH^ j^^. 

also gerade die Hälfte des in (131) gegebenen Wertes. 

Ein in die Sonne stürsender Körper entwickelt 
also bei Zerstörung seiner lebendigen Kraft eine 
Wärmemenge^ die pro Masseneinheit zwischen 24 
und 48 • 10^ Kalorien liegt. 

Die Überlegung dieser nngdieueren Wärmeproduktioni 
die um das Yieltausendfache diejenige der bekannten chemischen 
Reaktionen übertriflft, (1 g Knallgas entwickelt z.B. bei seiner 
Vereinigung nur etwa 4000 Kalorien) hat R. Mayer*) zu 
der kfihneTi Hypothese geführt, daß das Fortbestehen der 
Sonnen wärme trotz der großen Verluste durch Strahlung 

*) Mayer, Beitrüge zur Dynamik des Himmels, Heübronn 1848. 
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durch fortgesetztes Hineiiistüizexi kosmischer Massen in die 
bonne bewirkt vm rde. 

Nach den ( nicht eben gut übereinstimmenden) Resultaten 
verschiedener Beobachter*) würde narh Beseitigimg der ab- 
sorbierenden Erdatmosphäre an der Erdoberfläche ein 
Quadratcentimeter in normaler Richtung pro Minute etwa 
2,5 Gramm-Kalorien durch Sonnenstrahlung aufnehmen. Die 
gesamte Ausstrahlung der Sonne berechnet sich hieraus pro 
Jahr zu etwa 3,6*10^* Kiilorion, der Wärmeverlust pro 
Gramm Sonnenmasse zu etwa 1,8 Kalorien. 

Hieraus folgt, daß eine chemische Reaktion der ge- 
samten Sonnenmasse von der Wärmewirkun^ der Knallgas- 
verbremumg die Ausgabe nnr auf ca. 2000 Stlhre, also noch 
nioht einmal fOr die histotisdieii Zeiten decken wQxde. 

AndereraeitB ist die Menge kosmischer Massen» die als 
Meteore beobachtet werden» bereits auf der Erde eine sehr 
bedeutende» darf also f&r die so viel mfichtiger gravitierende 
Sonne als noch viel gr5fier gesoh&tet werden; anoh ist die 
zur Deckung der jahrlichen Wärmeausgabe erfederliche 
Masse, nämlich Iß Mg dividiert durch 24 bis 48 • 10*» d.. b, 
also der 13 bis 26-10*te Teil der Sonnenmasse» ein viel 
zu kleiDer Bnichteü» nm sich selbst nach Hunderten von 
Jahren an den astronomisch wahrnehmbaren Erscheinungen 
geltend zn machen. Die Mayersche fljnpothese erscheint 
daher als eine höchst beachtenswerte, una man darf wohl 
sagen, daß, wenn auch vielleicht die Meteonnassen nicht für 
sich allein die Sonnenwärme erhalten» sie doch eine sehr 
bedeutende Wärmequelle darstellen. 

§ 50. Theorie der Soimeiiwiniie toh Helmliolts. 

Kme andere Theorie der Sonnenwärme rührt von Helm- 

holt/*^*) her. Nach der Kant-Laplnc eschen Hypothese 
hat sich die Sonne aus einor vor Jahrmillionen dnreh weite 
Räume ausgebreiteten Gasmasse durch die innere Gravitation 
allmählich bis zu dem jetzis^en Zustand verdichtet. Dabei 
hat das innere Poteotial eine bedeutende Veränderimg er^ 
fahren» und diese Veränderung gibt nach Formel (122)» in 



*) S. z.B. Violle, Compt. Rend. T. 82, S. 729, 1876. 

*) Helmholtz, Pop. wise. Vorträge, Braunschweig 1866, S. 134. 
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der wir jetzt d'w lebendigen Kräfte und vernachlassip^en, 
also £J= 0 setzen können, zu einer Wärmeentwi( klimo: Ver- 
anlassung. Wir wollen die^e Wärmeent\vnckliiiig bereclinen. 

Das innere Potential 0 ist nach (63) die Summe aller 
Wechselwirkungspotentiale 0/,^ innerhalb des Massen Systems. 
Zwischen zwei Massenelementen dm und dm' in der gegen- 
seitigen Entfernung e findet das Gravitationspotential 
— kdtndm'Je statt; sonach ist das innere Potential 

a3J> * 1 jjdmdm'^ 

beide Integrale über die gesamte Masse erstreckt, wobei der 
Faktor \ hinzugefügt ist, weil bei der Ausfülirung der zwei 
Integrale jede Kombination dm dm' zweimal auftritt, das 
Doppelintegral selbst also das doppelte von S^Pj^h reprä- 
sentiert. Man kann das Doppelintegral ohne alle Rechnung 
in ein einfaches Integral verwandeln, wenn es sich um eine 
Kugel handelt^ & ans koncentriflclieii Sehiditaii von liomo- - 
sener Sabstanx bestdit» und wenn man direkt an die De- 
inition ^ws^j^j^ aaknfipft. 

Für die Newtonsclie Ansiehong einer soldien Kogel 
auf einen äofieren Punkt gilt der Saite, dafi sie dieselbe ist» 
wie die eines im Zentrum befindlichen Massenpunktesy in 
dem die gesamte Masse der Kugel vereinigt ist. 

Nehmen wir also von der betrachteten Kugel ein 
Element dm^ o'mpv unendlich dfinnen OberflSohenschicht, so 
erfährt dieses die Wirkung einerseits der übrigen Teile der 
Schicht, andererseits des Restes der Kugel, deren Masse Mi 
sei. Der erste Teil der Wirkung ist unendlich klein zweiter 
Ordnung, der zweite hat das Potential kM^dm^jr^, unter 
den Abstand vom Zentrum verstanden. Dieser Term laßt sich 
sofort über die ganze Schicht summieren und liefert, wenn 
deren Masse gleich ist, das Resultat k31^ mjr^. 

Nun trennon wir eine zweite Schicht ab. Ein Elernrnt 
dm^ derselben erfährt eine Wirkung von //^ , die außer Be- 
tracht bleibt, weil sie bereits oben in Eecimung gesetzt ist, 
ferner eine von den übrigen Teilen der Schicht, die wie 
vorhin zu vernachlässigen ist, endlich vom liest der Kugel 
mit der Masse Mo, welche das Potential kM^^dm^jr^ liefert. 
Die Summe über die zweite Schicht ergibt kM^ m^jr^' So 
kann man weiter fortfahren und erhalt für das ganze Potential 
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wobei c]ie Masse der Aten Schicht, ihi'eu Abstand 
vom Zentrum, Mt^ die von ihr umschlossene Masse bedeutet.. 

Gehen wir zu uneDdlioh dünnen Schichten fiber und 
betrachten demeemSß die Maeae Mf einer Kugel vom £a- 
diiu r ils Funktion von r nnd dMr als die Masse dner 
Sebicht von der Dicke är, so wird 



(134) 0 



Diese Fonael gilt fOr jede in konienfanschen Sofaiehten 
hooQC^ene Massenvertailang. 

Wir nehaaen nun spesieUer an, es handele sieh mn eine 
dorchatts homogene E^gel, d. h.^ es kfinnte die Sonne in 
dem gegenwtimi nnd in einem aofierst weife anrfiekliegenden 
Zeitpunkt als homogen betiaohtet werden. Eine Dkikte q 
vorau^^esetsty ist dsnn 

also Jl 

(135) 0—- ii^TZQYk Ji4dr ^^ey ^5 > 

0 

also bei der Einführung der Gesamtmasse Mg = AjiQll^jd auch 

(136) 0 ShJH: 

War anfänglich die Sonnenmasse durch eint n, t^egen den 
jetzt eingenommenen, sehr ausgedehnten Raum erstreckt, so 
war gleichzeitig klein gegen das jetzt stattfindende 
wir können somit schreiben, indem wir wieder unter Bg den 
gegenwärtigen Sonnenradius verstehen, 

^^--^^0' 

■ OJtt 

also 

(137) 3ÄJ«|f. 
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Vergleichen wir dies Besultat mit Formel (131)^ so erhalten 
ynr den Satz: Die während der gesamten Kontraktion 

der Sonne auf den jotzig'pn Zustand in jeder Massen- 
eiuheit frei g-ewordcno Wjirme ist drei Fünftel von 
derjenipon, die frei werden würde, wenn die Masse 
gegenwärtig von Unendlich her in die Sonne fielc^ 
somit also rund 29.10*^ Kalorien. 

Freilich ist während der Kontraktion ein großer Betrag 
durch Strahlung verloren gegangen; immerhin erklärt die 
vorstehende Überlegung in jedem Falle das Entstehen 
einer sehr hohen Temperatur in der Sonne, über welches 
die Mayersche Hypothese direkt keinen Aufschluß gibt 

Dauert die Kontraktion der Sonne nocli weiter an, so 
ist damit eine fortwirkende Wärmequelle gegeben. Für die 
bei einer Änderung des Radius von R, auf jRl = 14 (1 — d) 
TOo Gramm frei Weende Wärme Wq ergibt die vorstehende 
Kntwiökeliii^ den Wert 

68 wfiide also eine Kontrakdon um 1/10000 des Radiiu 
genügen, um die Ausgabe fOr ca. 1500 Jahre zu dedten. 
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IL KapiteL 

Thermodynamik fttr ideale Gase. 

L Abschnitt 

Ableitmig der Gnindgleiehiuigeiu 

§ öl. Umkelirbare und nicht nmkehrbare ZoBtands- 

änderongeD. 

Die Angabe der Thermodynamik, der wir uns jetzt 
zuwenden, ist die Ableitunpr der Gesetze für die 
Wechselbeziehungen zwischen mechanischen und 
thermischen Vorgängen. Bei ihrer Lösung beschranken 
wir uns zunächst auf den einfachsten Fall homogener gra- 
vitationsfreier Körper, die sich unter allseitig 
gleichem Druck im Gleichgewicht befinden, und 
werden sogar unter diesen wegen der Schwierigkeit der 
Durclifiiliiung der Xiieorie vorerst noch eine bestimmte 
Auswahl treffen müssen. Doch können wir einige Schritte 
auf dem Wege znm Ziele in größerer Allgemeinheit tun. 

Homogene Körper, die unter allseitig gleiohnn Dnieke 
im Gleichgewicht stehen nnd^ wie üi diesem Teil ein für 
allemal voransgesetEt ist, bei den betrachteten veraohiedenen 
Zostonden keine imiecen (chemiBchen) Versehiedenheiten dar- 
bieten« sind in ihrem Zustand durch zwei unabhängige Yar 
nable bestimmt. Yon diesen bevorsugen wir aus äieore- 
tischen Gründen weiterhin sunSchst Druck p und Gesamt- 
volumen V, statt des letsteien auch woM das auf die 
Masseneinheit beaogene oder spezifieche Volumen v, obgleich 
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für gewisse AnwenduDgen sich andere l^ombinationen mehr 
empfehlen. Andere Eigenschaften, wie insbesondere die (ab- 

sohite) Temperatur ü haben wir demgemäß als Funktionen 
von p \md V rrpp. v zu betrachten. Eine Bezi(>!mn<r, welche 
den Zusammenhang zwischen V und i^ för eine bestimmte 
Substanz ausdrückt^ etwa in der Form 

(1) F{V,p)^<^ 

geschrieben, nennt man deren Zustandsgleichung. 

Wenn wir weiterhin Zustandsänderungen in I'ctracbt 
ziehen, so hört im Grunde damit die Abhängigkeit des 
Zustandes des Körpers von nur zwei Variabein auf; es 
kommen zu letzteren noch diejenigen, welche die Richtung 
und Geschwindigkeit derZustaudsänderung definieren. Denken 
wir uns aber die Veränderungen äußerst langsam vor sich 
gehend, so daß, wenn in einem beliebigen Moment die Yer- 
indertmg unterbrochen wird, der gerade vorhandene Zustand 
nahezu imgeSndert andauert» so können jene w^teren Vaiiar 





«1 


m 





Ein Beispiel liefert ein mit Gras gefGUter pylinder, 
wenn der ihn abscfaliefiende Kolben sehr langsam nieder- 
gedrfiokt wird. Streng genommen findet wilixend der Be- 
wegung des Kolb^ auch in dem Gase eine Bewegung 
und infolgedessen ein Grasdruck statt, der nicht ein&ch dem 
Boyle-Gay Lussacsdien Gresetze folgt, ja in verschiedenen 
Schichten des Gases verschieden ist; aber bei hinreichend 
langsamer Bewegung sind diese Abweichungen zu ver- 
naimlässigen, und der innere Druck ist als räumlich konstant 
und dem Boyle-Gay Lussac sehen Gesetz folgend, über- 
dies auch gleich dem äußeren Druck au betrachten. 

Ein zweites Beispiel bietet ein beliebiger homogener, 
nrspriiritrlich gleich temperierter Korper, der von außen 
Wanne zitgrführt erhält, indem mnn ihn in ein Bad von 
anderer Temperatur einteucht. Da die Ausbreitung der 
Wärme sehr langBam geschieht, so wird in diesem Falle 
meist noch auffallender, als im vorigen, der Zustand des 
Kcii-pers davon entfernt sein, eine Darstellung durch zwei 
Unabhängige zu gestatten. Die Temp» ratur wird von Ort 
zu Ort variieren, und die von ihr bewirkte thermische Dila- 
tation wird zu inneren Spannungen Veranlassung geben. 
Aber auch diese Differenzen nehmen mit wachsender Lang- 
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samkeit der Wärmezufuhr ab^ und man kann, indem man 
die Temperatur dee äußeren Bades nur etets beliebig nahe 
gleich derjenigen des Körpers wählt, jene lokalen Verschiedeiir 
heiten bis auf eine beliebige Kleinheit herabdrücken, eine 
in jedem Moment konstante Temperatur des Köipers mit 
beKebiger Annäherung erzielen. 

Jene unendlich langsamen Zustand sänderungen, mit denen 
wir uns zunächst ausschließlich beschäftigen, haben mm 
eine weitere wiclitiL^c iCigenschaft, auf die schoii hiev hin- 
gewiesen werden muß. Ist der innere Druck des Körpers 
dem äußeren g-leich, wird z. B. in dem obigen ersten Bei- 
spiel der belastete Kolben gerade von dem Grase getragen, 
so genügt eine unendlich kleine Vermeinung des äußeren 
Druckes, um das Volumen zu verkleinem, eine unendlich 
kleine Verminderung, um dasselbe zu vero:r(>{iem. 

Analoges gilt für die thermischen Kin Wirkungen. Ist 
in dem zweiten Beispiele das äußere Bad dem ICörper gleich 
temperiert, so ßndet thermisches Gleichgewicht statt, und 
eine unendlich kleine Änderung der äußeren Temperatur im 
einen oder anderen Sinne bewirkt eine Zustandsanderung des 
Kihrpers in der einen oder der anderen Bichtung. 

Die unendlich langsamen Zustandsfinderongen, (die nur 
GleiobgewichtszQBtinde passieren), können also ebenso wohl 
in einem, inB in dem anderen l^nne durchlaufen werden, 
sie sind in diesem Sinne amkehrbar. Tcm den mit end- 
licher Gesdiwindigkeifc verIan£eDden g^t dies nicht. Wird 
ein Körper mit endlichem Überdruck komprimiert oder mit 
endlichem Untsfdrack diktiert, wird er in Bädern, die end- 
liche Temperatunmteorsohiede gegen ihn besitsen, erwärmt 
oder abgekühlt, so werden dabei andere Zwischenr 
zustande dm!chIaQfen; diese Vorgänge sind nicht um- 
kehrbar. — 

Wir bemerken schließlich noch, daß, weil wir nach dem 
Vorstehenden merkliche Geschwindigkeiten ausschließen, die 
Energie E bei den folgenden Entwickelunge n keine lebendige 
Kraft enthält, nlso £!;ewissermaßen einen speziellen Wert 
des Irüher benutzten allpremeinen Begriltes darstellt. Da im 
Folgenden der Fall verscli windender Geschwindigkeiten so 
gut wie aupsehlieliiich beliaiKjelt werden wird, m erscheint es 
nicht nötig, ein besonderes Symbol für diese speziellere (innere) 
Energie einzuführen. Wo einmal auf den allgemeinen Fall 
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hinzuweisen Veranlassung ist, werden wir die Gesamteneigie 
des bewegten Körpers^ d.h. also E+W, unter Wdiß lebend^ 
Kraft verstanden, mit {E) bezeichnen. 

§ 52. On^Usdie Davstellmig. Speiielle Karren- 

Systeme. 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, daß man unendlich 
langsame Zustandsändcrimgen eines unter allseitig gleichem 
Druck stehenden Ki)rpers ebenso in einem Fp- Koordinaten- 
system darstellen kann, wie seine Gleiehgewiciitszustande. 
Eine Zustandsänderung der festo^esetzten Art wird durch 
eine Kurve wiedergegeben, deren Bedeutung wir kurz 
dadurch ausdrücken werden, daß wir sagen, die Zustands- 
änderung verliefe oder der Zustand des IsLorpers bewege 
sich längs derselben. 

Ubergange zwischen zwei (in der Fp-Ebeiui darstell- 
baren) Gleichgewichtszuständen^ die mit merklichen Ge- 
schwindigkeiten stattfinden, also andere, als Gleichgewichts- 
zustände passieren, sind in der F|7-Ebene mekt dmtellbar; 
man stellt sich passend vcft, daß die sie rqncasentieiendeii 
Kurven ans d^ Fp-BSbene heraustreten und im Baume 
verlaufen. Sollte es gelegentlidi nütslioli sdn, auch soldie 
Zustandsänderungen zu veranschauliefaen, so werden irir sie 
dureb punktierte Kurven darstellen, die sich von den in 
der F|>-Ebene verlaufenden^ ausgezogenen deutlich unter* 
Bcheidien. 

Unter den verschiedenen^ in der Fjp-Ebene darstellbaren 
Zustandsanderungen sei eine Anzahl spezielle von großer 

Anwendung hervorgehoben. 

Die Zustande, die ein Körper, in einer absolut 
starre nHülleeinge schlössen, infolge von Wärmeaufiiahme 
oder -abgäbe durchläuft, werden durch die IHmkte einer zur 
|>- Achse, diejenigen, die er, bei Wärmezufuhr unter kon- 
stantem Außendruck sich frei dilatierend, durchläuft, 
durch die Punkte einer zur F- Achse parallelen Geraden 
dargestellt; die ersteren Kurven nennt man Tsopyknen, 
die letzteren Isobaren. Die durch die Zustandsgieichimg 
F(Vyp) = 'd^ getrcbcnen Kurven i^^Konst. repräsentieren 
die Veränderungen, die der Körper unter konstant er- 
haltener Temperatur bei willkürlich geändertem 
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Druck oder Volumen erfährt. Nach der Erfahrung ent- 
spricht im allgemeinen jedem Wertpaar p, V nur ein Wert 
von 1^; die Isothermen schneiden sieh nirgends. Tn dem 
(selteuen) Falle des Gegenteiles verlangt die eindeiitlG;e Dar- 
stellung aller Züstandsänderupgea eine mehr blättrige 
F^Kbene. 

Neben diesen drei Kurvensystemen ist noch ein viertes 
von hervorragendem Interesse, nämlich dasjenige, welches 
die Veränderungen repräsentiert, die der Korper, von einem 
beliebigen Aiifangszustand ausgehend, dann erleidet, wenn 
man ausschließlich mechanisch auf ihn einwirkt, 
etwa jede tliermische Einwirkung durch eine undurchlässige 
Hülle ausschließt. Daß durch diese Festsetzung in unserem 
Falle ein Kurvensystem definiert' ist^ ergibt sieh, l^dit auf 
folgende Welse. 

Wir wolleii weiterbin jederzeit die einem Kdrper xu^ 
ffefahrten Wärmemengen in mechanischem Maße ao»- 
dritcken, d. h* mit ctem Produkt ans dem mechanischai 
Wärmeäquivalent «T in die kalorisch gemessene Wärmemenge 
5 IT rechnen^ wobei wir setsen: 

(2) JäW^äÜ. 

äW resp, äÜ bestimmt sich durch die zu bewirkende 
Zustandsänderung, ist also in dem betrachteten Falle eine 
Funktion von V, p und dV, dp, die sich wegen der unend- 
lichen Kleinheit von dV und dp, und weil äÜ zugleich mit 
diesen Größen verschwinden muß, schreiben läßt 

Hierin bezeichnen und zanSchst imbestimmte Funk* 
tionen von V und p» 

ZostandsSndernDgen^ die olme Wärmezufuhi' vor sich 
gehen, werden durch die Differentialglekshung äQ^ O, d. h. 

definiert; diese Formel ist stets integrabel und führt ^u^eine 
endliche Beziehung^ die wir schreiben wollen 

(3) f{V,p)^H, 

unter II die Inteerratioiiskonstante verstanden. Eine solche 
Gleichung bestiiiimL aber in der Tat eine Schar von Kurven 
in der Fp- Ebene. 
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Man sennt die so definiei-ten Kurven Adiabaten (von 
diaßahen^, hindurchgehen)^ H den eine einzelne Adiabate 
definierenden Parameter. 

Für die Anwendung dieses neuen Kurven System es sind 
einige Kig^enschaften desselben wesentlieh, die wir \oiljiufig 
als iEi'fahningstatsaehen oder als von vornherein plausibel 
hinnehmen wollen, die sich aber, wie spater zu zeigen, in 
manchen Fällen aus all[reni( iiu n Prinzipien deduzieren lassen. 

Wie die Isothermen, so schneiden sich im allgemeinen 
auch die Adiabaten gegenseitig nicht, mid jede Adiabate 
sehneidet jede Isotherme nur in einem Punkt. Das Gegen- 
teil erscheint, wenigstens bei einer einblättrigen Fj;-Ebene, 
unwahrscheinlich. Ein Schnittpunkt zweier Adiabaten würde 
durch rein mechanische Einwirkung zwei verschiedene Zu- 
standsänderungen (nämlich vom Schnittpunkt aus sowohl 
längs der einen als längs der anderen Adiabate) zulassen 
und somit eme Unbestimmtheit der Fortschreitongs- 
riehtnng inyolvimn. Zmi S^^ittponkfte awiechen einer 
leotherme nnd einer Adiabate lAiiden anseagen^ daß 
man von einem Anfangszuatand aoBgehend» durch rein 
mecbanisohe Einwirkonff die Temperator des betrachteten 
Körpers TerSndera und bei weiterem Wirken in demselben 
Sinne auf den ursprOnglichen Wert aorGekfiShren kSnnte. 

Aus den eingeföfarten Annahmen folgt dann, daß Im 
allgemeinen jeder Punkt der Fp- Ebene statt durch ein 
Wertpaar V und p auch durch ein Wertpaar H und d 
eindeutig bestimmt werden kann. 

Endlich wollen wir bemerken, daß, weil bei den zunächst 
betrachteten Körpern die Energie E (die nach Voraussetzung 
jetzt keine lebendige Kraft W mehr enthält) eine Funktion 
von V und p oder v und p allein ist, die Gleichung JE=« 
Konst. gleichfalls ein Kurvensystem, dasjenige der Isener- 
geten darstellt 

§ 53. Allgemeine Bemerkungen für den Fall anderer 

Tariablen. 

Tm vorstehenden haben wir der Anschaulichkeit halber 
dasjenige spezielle Paar von Unabhängigen (Dänilich V und p) 
bevorzugt, das wir weiterhin bei der Entwickelung der 
Theorie zunächst wirklich benutzen werden. Indessen ist 
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es klar, daß jedes andere Paar von Variabein, das den 
Zustand de? unter allseitig gleichem Druck stehenden Körpers 
bestimmt, und ebenso ein Paiu-, das irgend einen anderen 
Zustand charakterisiert, ähnlidie Betraclitunp^cn gestattet. 
JEin Beispiel eines Problemes, das auf andere Yariabeln 
fuhrt, liefert ein gespannter Drabt, der einer veränderlichen 
Temperatur ausgesetzt ist. Hier würde die Länge L des 
Drahtes und die auf ihn wirkende Spannung S dem oben 
benutzten Paar V und p entsprechen. 

Gehen wir zu Zuständen über, die mehr als zwei 
Variable zur Charakterisierung verlangen, so ändert sich 
das Verhältnis. Beschränken wir uns der Einfachheit halber 
auf die nächste höhere Zahl von nur drei Unabhängigen, 
die a, ß, y heißen mögen ^ so bestizDmfc jede Eigenschaft, 
durch eiae endliche Funktion der Ünabnangigen definiert 
ist, eine Schar von Obeiflächen in dem KooniinatenBystem 
a, ßf y; von Eigensdiaften, die sidi nur durch eine Differen- 
tialgl^chong ausdrücken, gilt dergleichen aber nicht not* 
wendig, da eine soldhe Gleichung nidit stets integrabel ist 
DemgemlB kann man z. B. v<m vomheiein «war von Energie* 
flächen und Temperaturflächen in dem System aßy sprechen, 
nicht aber von Adiabatenflächen, als den geometrischen Orten 
, der von einem Punkt aus adiabatisch eireichbaren Zustände. 

Dasselbe gilt bei Zuständen, die zur Bestimmung noch 
mehr Variable erfordern. Wir kommen auf diesen Punkt 
weiter unten zurück, haben hier aber bereits aul den vor- 
liegenden wichtigen Unterschied aufmerksam gemacht, um 
jedem Mißverständnis im voraus zu begegnen. 

§ 54. Die bei einer Zustandsänderung aufzuwendende 

Arbeit äÄ. 

. Gehen wir nun zur Beantwortung der Frage über, welche 
Quantitäten von Arbeit und Wärme erfordert werden, um 
eine gegebene unendlich kleine oder endliche Zustands- 
änderung des betrachteten Körper^ hervorzubringen, so ist 
8. 74 ohne andere Beschränkung, als die auf allseitig gleichen 
Bruck, nachgewiesen, daß für die Arbeit des Druckes p bei 
einer Yolumenanderung dV (statt dk) die Formel gilt 

(4) äÄ^'^:pdV, 
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woraus also für eine beliebige Änderung von einem Vo- 
lumen in ein Volumen F» folgfe 




Hierbei ist für jedes passierte Volumen V ein znprehoriger 
Druck, also in der Fp-Ebene konstruiert, der Weg der 
Zastandsänderung vorgeschrieben zu denken. 




n«. 10. . . viff. 11. 



Die Formeln zeigen, daß bei entgegengesetzten Zustands- 
änderungen auf domsolben Wege entgegengesetzte Aufwen- 
dungen von Arbeit erfordert werden; die in der F;>-Kbene 
darstellbaren Andcnm<Ten sind also noch in einem anderen^ 
als dem S. 105 erörterten Sinne umkehrbare. 

Stellt die in der Figair 10 von a nach h verlaufende 
Kurve diesen AVeg dar, so ist der absolute Wert von Aab 
nach (5) durch die unterhalb der Kurve liegende Flache 
ahb'aa gegeben, welche durch die Geraden V= F«, F= Fj 
und begrenzt wird und heißen möge; und zwar 

ist Aab Sft«» wenn, wie in der Figur, Vb < Va , Aab = — 3a6> 
wenn Fa<F6 ist. 

Wird der Weg der Zustandsänderung von Parallelen 
zur 2>-Ach8e mehr als einmal geschnitten, wie dies in der 
Figur besw. des £urveiist&<^e8 heA stattBndet» so hst man 
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die geometrische BetrachtuDg zu teilen. Für das Stuck abc 
ist die Arbeit durch das Positive der Fläche abc c'b'a'a, für 
das Stück cd durch das Negative der Fläche cdh h'c'c gegeben; 
die gesamte A rbeit /l^?, ist >onach dargestellt durch -j-Jafi — f> 
wobei in der J^'i^-ur horizontal, f vertikcil schraffiert ist. 

Ist endlich der "Weg der Zustandsanderung ein ge- 
ßchlossenor, wie in Fig. 11 angedeutet, handelt es sich um 
einen Kreisprozeß, so ist die geleistete Arbeit, die in 
diesem Falle wieder {A) heißen mag, durch das PositiA e oder 
das Negative der umlaufenen Fläche ^ gegeben, je nachdem 
bei der Zustandsanderung die Umlaufung selbst in positivem 
oder negativem Sinne stattfindet. Dabei ist eine Umlaufung 
in der Richtung des Uhrzeigers als negativ bezeichnet. 

Die vorstehenden geometrischen Beziehungen sind selbst- 
verständlich an das spezielle, fundamentale System der 
Unabhängigea Vy p geknüpft und gehen verloren, wenn nun 
dn anderes Paar iwit Wir wollen auch bei anderen PnH 
blemen, die dnroli awei Unabh&igige ohanktojsiM aindt als 
Grondvariable a, b immer diejenigen betrachten, fSr wdche 
die Arbeit die Form beutst 

äA = ±b • da; 

es ist leicht einsusehen, daß es stets ein solches Paar gibt« 

§ 55« Allgemeine Resultate Uber die bei einer Zu* 

standsändenmg an&awendende Wärme äÜ* 

Bezüglich der für eine nnendlich kleine oder eine end- 
liche Zustandsanderung aufzuwendenden Wärmemenge liefern 
uns die bisher gefundenen Resultate nur wenig Aufklärung. 
Jederzeit gilt indessen nach 3. 78 die Eneigie^eiohiuig, gut 
also, wenn wir wieder 

JäW^äÜ 

setzen, die i^'ormel 

(6) dE^äA-\-äQy 

in der wir nach S. 105 E als eine Funktion von V und p 
allein betrachten. 

Wendet man diese Gleidiung auf den Übergang zwisdien 
beliebig verschiedenen Zustanden (a) und {b) an^ so ergibt sie 

(7) -Eft — Ea'^Aah-^- Üahi 
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wobei Fl, und von dorn die Endzustände verbindenden 
Wege unabhängig sind. Hieraus fo^, daß wie Aai auoh 
Qab von dem Zustandswege abhän^g ist, aber in der Weise, 
daB in dt i Summe Aah + diese Abhängigkeiten sich 
gegenseitig kompensieren. 

Man kann dies in der Fp-Ebene dadurch anschaulich 
machen, daß man dem Wege ah ein Rechteck a!\jlh"a"a* 
zwischen den beiden Geraden und F= von einer 

solchen Höhe zuordnet, daß seine Fhlche gleich Ei — JS'a ist. 
Dann wird die Fläche %'ab zwischen der Kurve ah und der 
Geraden a"h" das Maß für Qab geben, und zwar werden 
bezüglich der Ai-t, wie ihr Vorzeichen zu bestimmen ist^ die- 
selben Beffelii gelten, wie sie obeo für Aob aoseiiiaodergesetEt 
nnd. PSflt die Gerade ifJf nnteifaalb aby 80 sind die Voiv 
zeichen gegenüber den ffir Aah geltenden ein&ch umzukehren. 

Da nach S. 109 für entgegengesetzte Zustandsanderungen 
in der -Ebene entgegengesetzte Aibeiten aufzuwenden 
flind« 80 ^t nadi (6) und (7) Gleichea auch für die aafro- 
landenden Wannemengen. Die Änderungen^ welche 
nur Gleichgewichtszustände passieren^ sind also in 
dem Sinne umkehrbar^ dafi sie mit entgegengesetzten 
Aufwänden an Arbeit und Wärme ausführbar sind. 
Bei allgemeineren Änderungen findet dies gemäß dem 8. 105 
Bemerkten nicht statt 

Bei einem Kreisprozeß ist die Energie im Anfangs- 
und im Endzustande die gleidie; hier liefert also (7) in der 
fir&heren Bezeichnung 

(8) (^) + (ß)-0; 

die aufzuwendende Ai-beit und die aufzuwendende mechaniscii 
gemessene Wärme kompensieren sich gegenseitig. — 

So wichtig diese Resultate sind, so bestimmen sie doch 
nur in dem speziellen Falle eines Kreisprozesses wirklich 
vollständig die aufzuwendende Wämie; im alla:emeinen führen 
sie zu keiner Bestimmung, weil die Abliängigkeit der Energie 
von den Grund variabelu ^ und V und deshalb die Difi'erenz 
— unbekannt ist. 
Für das allgemeine Problem kann mvai stets folgendes 
aussagen. 

Wegen der nach ^^^aiiahnie eindeutigen Beziehuügen (1 ) 
und (3) entspricht einem jeden Anfaugszustand V,^ ein Wert- 
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paar H, ^, entspricht auch den eine unendlich kleine Zu- 
stand sänderung b€stim[iienden Inkrementen dV, dp ein Li- 
krementenpaar dllj dd-. Die bei der ZiiätaEidbänderung 
aufzuwendende Wärme äÜ wird eine Funktion von V, 

dV und somit eine solche von H, d^, dJS sein, die, 
wie mit <|p und dV, so auch mit d^ und dH yefsohwbidel 
Denn auiäi venehwindeiide Inkremente dfd und dH ent- 
sprechen einem ungeänderten Zustand, und dessen Erhaltung 
mordert keinen Aufwand. 

Hiemach können wir für äü den Ansäte machen 

äü = fp{H, ^) dH+ <p' {H, ^) d^, 

in dem <p und <p^ zwei unbekannte Funktionen von H und d 
bezeichnen. Von ihnen laßt sicli (p' einfachst bestimmen, 
denn wenn c^H verschwindet, verläuft die ZustandsSnderuog 
nach der Definition auf der durch den Punkt V,p gehenden 
Adiabate, erfordert also keine Wänneaufuhr; ffir dH^O 
muß somit äQ verschwinden, und hieraus folgt 

(9) dQ^(p{Hy-d)dH. 

Führt man also als (intermediäre) unabhängige 
Variable die Parameter H der Adiabaten und die 
Temperatur ein, so wird äQ mit dem dieZustands- 
änderung definierenden Zu wachs von H proportional, 
aber von dem korrespondierenden Zuwachs von ^ 
unabbä ngig. 

Soweit läßt sich die Frage nach dein Betrag der auf- 
zuwendenden Wärme iillgeineiii für aiie Körper beantworten, 
die unter allseitig gleichem Druck im Gleichgewicht stehen 
(oder noch allgemeiner, liir Körper, deren Zustand durch 
nur zwei unabhängige Variable bestimmt Avird). Ihre voll- 
fitändige Erledigung eri ordert nocii die üebtiiiimung der drei 
bisher unbekannten Funktionen 

<p{R,d), M(V,p), ^(V,p), 

die ohne empirische Resultate nicht durcbfOhrbar au sein 
scheint. Diese Resultate sind aber nur für wenige Körper 
bekannt^ und daher wendet sich die Entwickelung der 
Theorie an dieser Stelle einer ganz speaiellen Körperklasse 
zu, f&r die man die zur Dorchfifarung der Theorie nötigen 
empirischen (jesetze als festgestellt betrachtet. 

Voigt, yntmtiUhn. 8 
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§ 56. Da^ allgemeiue Gesetz der speziflscheii Wärme. 

Als Vorbereitung für diese Untersuchungen fogen wir 
hier einige allgemeine Bemerkungen über die spezifische 
Warme von Körpern ein, die unter ^illi^Hig gleichem Drack 
im Gleichgewicht sind. Wie die Wärmemengen, so rechnen 
w gemäß ihrer auf 8. 11 entwickelten Bedeutmig der Be- 
quemlichkeit halber auch die spezifischen Wärmen weiteihm 
in mechanischen Einheiten und bezeichnen sie in diesem 
Falle mit y, so daß also nach Formel (14) auf S. 11 gilt 

Den Wert äÜ entnehmen wir der Energiegleichui^ (6) 
und eihalten sonach unter Rücksicht auf (4) nodi allgemein 

(11) d^+i)^ F 
^^^^ ^ Md^ ' 

oder, indem wir dE und d^ in den Inkrementen der fun- 
damentalen Yariabeln V und p ansdrucken^ 

SE ^ , IBE \ 



M 




dp + ~dr) 



Hi(M-aus ergeben sicli die Spezialwerte der spezifischen 
Wannen bei konstentem Druck und bei konstaatem Yolnmea 

SS dE 

ihre Einführung liefert für den allgemeinen Wert y den 

Ausdruck 

(14) 



VIT VU __ 



Digitized by 



§ 66. Dai «UgMüdoe Oeiets der epeiifiselm ITftnne. 115 

welcher die Abhängigkeit hervortreten läßt, in welcher die 
spezifische Wärme von der Richtung der ZustandsäiiJeriing, 
d. h. von dpjdVj von dem Gesetz für •& und von den Spe- 
zialwerUiii und steht. 

y verschwindet nach (10), wenn äQ=0 ist; hieraus 
ergibt sich für die Differentialgleichung der Adia- 
bate die wichtige Form 

(15) r^^P^nl^^-^- 

Bildet man die Umgebung der Ausgangsstelle Vpp m 
einer XF-Ebene derartig ab, daß 

(16) l^dr-ndx, ^dp~nd9 

istf unter 17 eine beliebige Funktion von V und p verstand^ 
so ninunt die Gleichung (14) die Form an 

/17\ y,dy+y pdx 

^^^^ ^ dp + dlT' 

oder bei £infflhrung des durch 



dx 



tga 



de&nierten Winkels des Zu^tandsweges gegen die JSC-Achse 
auoh 

(18) y>sina + ypCOsa 

^ ' ^ aina + cosa 

Trägt man nun y von dem betrachteten Ausgangspunkt aus 
als Strecke auf der zugehdiigen Fortsohreitungsriohtung auf, 
so erföllen die Endpunkte eine Kurve vierten Grades, die 
durch den Ausgangspunkt geht und dort die Gerade von 
dem Neigungswinkel 

tangiert, die Parallelen zu den Koordinatenacfasen aber in den 
Enuemungen y^ und y^ schneidet. Für a»> — 45® wird 
6«c Nenner in der Formel gleich NuU, y also unendlich; 
dies rührt daher, daß in der benutaten Darstellung die Iso- 
thermen, wie leicht ersichtlich, die F-Achse unter dem 

8* 
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Winkel — 45® schneidon, und für eine Isotherme nach (10) 
(iir spezifische Wanne unendlich wird, l'ie DiflPerential- 
gieichuDg (15) der Adiabaten nimmt die Form an 

(19) Y^dy+Y,dx^O. 

Von dem Yadanfe yoa 9^ in der Xr-Ebene gibe der Kurven- 
sweig in Fig. 12 eine VoiBteUiuig. Er entapncht dem Wert^ 

+ yp, i(y, + y.), Yt,, 0, —00. 




«ff. 11. 



Den entgegengesetzten Fortschreitungsrichtungen ent^^prechen 
gleiche W^erte y; es ist daher der ihnen entsprechende 
zweite Kurvenzweig in der Figur fortgelapsen. 

Diese geometrische Darstellung ist im allgemeinen nur auf 
je einen Punkt der Fjp-Ebene, d. h. auf einen einzigen An- 
fangszustand beschränkt, insofern die für die Abbildung 
maßgebenden Formeln (16) im allgemeinen nicht integrabel 
sind, also keine endliche Beziehung zwischen F, p einer- 
imd x,y andererseits liefern, wie sie erforderlich wären, um 
die ganze Fl^-EbeDe auf dieselbe AF-£bene abzubilden* 
Zanachst ist also fSr jeden Ausgangszustand eine andere 
Abbildung anzuwenden. 
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Folgt aber aus (16) eme endlidie BesidiuDg; and ist 
denwemÜB auch und als Funktion von x und y dar- 
steUbar^ so ist die ganze Fjp-Ebene auf dieselbe XF-£Ibene 
übertraglwr, und die Formel (17) gibt die sperifische Winne 
für Jede Stelle und für jedes Linimielement an. Auch eiv 
hllt man durch die Gleichung j^^-Eonst. Kurvensysteme 
bestimmt, längs deren die spädfiBohe Warne einen votge- 
aehiiebenen Wert besitst 

§57. Die chainkteristisclicu Eigenschaften idealer Gase. 

Die uns von der Natur dargebotenen Gase befolgen in 
hinreichender Entfernung von ihren Kondensationspunkten 
einige Gesetze in so großer Annäherung, daß es als physi- 
kalisch zulässig erscheint; Körper als existierend aDzunehmen, 
welche dieselben in voller Strenge erfüllen. Diese Kinpor 
bezeichnet man als ideale Gase. Da die Durchfühi uii^i: 
unseres Problemen die Bestimmung von drei unbekannten 
Funktionen erfordert, so werden zu diesem Zwecke für die 
idealen Gase auch drei Gresetze aufzustellen sein. Diese 
Gesetze sind 

1) die Boyle-GayLussacsche Formel 

<20) Yp^MB^, 

2) die Regel, daß die spezifische Wärme bei kuiibtautem 
Druck, und 

3) die weitere, daß die spezifische Wärme bei konstantem 
Volumen, falls man V und ^ als unabhängige Variable be- 
nntEt^_v(m V unabhängig ist. 

Über die Herleitunig und die Bedeutung des ersten 
Gesetses ist bereits S. 4 gesprochen worden; es möge hier 
nur noch betont werden, wie in der durch che Formel (20) 
ausgedrGckten ProportionalitSt zwisdien F und Jüf die Be- 
rechtigung für die Einfuhrung eines spezifischen Yo«- 
lumen VjM^v liegt Die l&thode der Beobachtung der 
€hrÖfie ist S. 16 auseinandergesetzt worden, ebenda ist 
aber auch ausgeföbrt, daß jene Methode zur Bestimmung von 
y^ nicht wohl anwendbar ist; es bleibt also ein Wort darüber 
zu sagen, durch welche Art von Beobachtungen das dritte 
Gesetz begründet ist. Hierzu schicken wir die folgende all- 
gemeine theoretische Überlegung voraus. 
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Md dk Fonwfai (15) wd (14) Mkam die Gestall m 

(22) 

i^-) T ydp^pdV'' 

Zng]euhwvd dieDiflSraitia^eidraiig (15) der Attbatoi n*) 

d« b« £0 

(24 ) r^dhi (p) -r 7, J In (F) = 0, 

oder bei Eioffilimiig von (20) zu 

(2») --?!4-dln(Oi + <iIn(F)-0. 

Hifrmi« fol^t nun für die aufgeworfene Frage, daß, 
wi'iiii CB gc'linji;t, die durch adiabatische Verandeningen des 
Volumen» eines idealen Gaaes hcrvorgenifenen Antleruiigen 
ihn I)nicke8 oder der Temperatur zu messen, diese Be- 
obachtungen die Größe ypjyp = x, und hieraus wegen des 
tMidfniiit stt dcnkeodea y . auch v« bestnnnMit 

Bei klelneoi aber enolieben verfindeningeD you F, p, tl^ 
kann man y« und y*,, und emnit m, als konstant ansehen, 
r(!Rp. mit Mittelwerten rechnen and dann die Fonnefai (24) 
und (25) integrieren, wodurch man bei TMuffilirnng jEweier 
Integrationskonstanten nnd eriiSlt 

Ahm den bei verschiedenen Anfangasustinden durch die 
Jieubnohtnng gewonnenen Werten von h kann man auf dessen 
Abhftngigkfut von F und p oder V und i^ schließen und 
hiornns die Gesetzmäßigkeit von ableiten. Wir gehen 
auf die wichtigen Methoden dieser Beobachtungen weiter 
unten ein. — 

*) Poition, AiiD. de Ghimie, T. 23, S. 837, 1883. 
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Beiläufig sei noch bemerkt, daß nach (21) die Gleich- 
nngea (16) die Grestalt anDehmen 

päy-=-MBUäXy Vdp = MBndy; 

setzt man aläo 31 hTI^'pV, d. h. il= ^, und verfügt geeignet 
über die Integrationskonstanten^ 80 ergibt sich 

(27) «=hi(F), y-lii(i>). 

Die oben eingefilhrte Abbüdimg ist also hier bei idealen 
GkuBen nicht nur ffir die ganze I^-Ebene gleichseitig vor- 
zunehmen, sie geschieht überdies andi in ^ner b^neEkenswert 
dn&cheo Weise^ insofern nur die F- und j^-Koordinate in 
dem bestimmten (logarithmiBchen)yerh8ltnis redosiert werden. 

Die S. 116 besprochene Konstruktion hat somit fOr ideale 
Gase eine ^anz besondere Bedeatm^ und dies um so mehr, 
als die Änderungen von and » nut ^ sehr gering sind 
mid sich in erster Annäherung ignorieren lassen. - 

Nachdem hiermit die empirischen Grundlagen der an die 
Spitze dieses Paragraphen gestellten Gesetze erörtert sind^ 

Sehen w dazu über, mit ihrer Hilfe för ideale Gase, nach- 
em die eine der drei Funktionen, die in dem Ansdruck 
f&r äÜ auftreten, nämlich §, durch (20) direkt bestimmt ist, 
die beiden anderen, nämlich (p und H abzuleiten. Der be- 
quemgte hierzu führt über den Ausdruck für die (innere) 
Energie £, 

§ 58. Die £nergie eines idealeii Ciases. 

Aus den Gleichungen (22) ergibt sich unmittelbar 

SV ^\B V' dp-^ B ' 

also auch 

oder wegen pV= MB'& und Vdp = MBd^ — pdV 

dV 

(28) dE==M[{^{y,^y,^B)^r-VY,d&\. 

Hierin wollen wir nunmehr V (oder In (F)} und ^ als die 
Unabiiäugigen ansehen und berücksichtigen, dai^ nach § 57 
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nur ^ entliäll Es darf dann, wdl in (28) rechts ein voll- 
gtaodiges Differential stehen mufi, ^{y^ — — JB) nur V 
enthalten^ d. h., es muß 

sein; da auoh y^ nach § 57 F nicht enthalt, so kann c weder 
von nodt yod ^ ahhai^geit Hiemach ergibt Formel (28) 

also bei Einführung einer IntegratioDskonstante Ma 

^= Jf (a + c Jn (F) +/y. dd) . 

Nun darf es aber als sinnlos bezeichnet werden, daü die 
Energie^ d. h. die Arbeitsfähigkeit, einer endlichen, wie S. 103 
angenommen, giavitationsfreien Gasraasse mit unendlich wach- 
sendem Volumen, d. h. durch fortgesetzte Arbeitsentziehung, 
positiv oder nesitiv unendlich werden könnte; demgemäß 
darf man sohliiSen, daß e»0 ist, d. h., daß 

(29) yp — 7e = 5 und 

(30) dE^My^d^, 

(31) also E=M(a-\-jy,d'd). 

Kür idoale Gase ist also die Differenz der spe- 
zifischen Wärmen bei konstantem Druck und bei 
konstantem Volumen gleich der TConstanton B des 
Boylo-Gay Lussacschen Gesetzen und die Energie 
eine Funktion der Temperatur allein^ die der Masse 
proportional ist*) 

Bezüglich der additiven Konstante Ma gilt das am 
Ende von ^ 3.i über die Bestinüminü: der Energie Gesagte. — 

Als eine direkte Bestätigung des die Energie betreffenden 
Resultates kann das schon S. 80 zitierte Experiment von 
Gay Lussac gelten, nach welchem ein Gas, das sich ohne 
Arbettdeistung ausdehnt, seine Temperatur beibehält. 

In vollkommenerer Form ist diese Beobachtung von 
Hira*^ wiederholt worden. Hierbei beiand sich das Gas 

*) Claas im, P<wg. Ann. Bd. 79, S. 868, 1880. 
♦•) Hirn, 1. o. 
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in einem Metaßrolkr (Fig. 13)^ das in der Ifitte durch eine 
Glasscheibe g in swei liutdioht getrennte HfiUten geschieden 
war, die indessen durch dn seitliches Hohr r (gcmfifi der 
Figur) in Eommonikation gesetzt werden konnten. Ein 
Manometer m gestattete die Ablesung des anftngliohen, einer 
bestimmten Temperatur entsiKeohen£n Druckes. Nun wurde 
(nach Abschluß des Manometers) nahem die sesamte Luft 
in der linken Abteilung des Bohres vereinigt^ die ursprüng- 
liche Temperatur wiederhergestellt^ und hierauf die Glas- 
scheibe mit Hilfe einer im Bohr befindlichen Eisenkugel 




Flg. 18. 



zertrümmert. Das wieder geotfnete Manometer zeigte genau 
den ursprünglichen Dnick; die Temperatur der Luft hatte 
sich also bei der Ausbreitung in den leeren Kaum nicht 
geändert. 

Der Vorgang ist keiner der in einer F^?- Ebene dar- 
stellbaren^ er spielt sich mit sehr großer Geschwindigkeit 
ab. Aber die ganz allgemein gültige Energie^eichung darf 
auf ihn angewendet werden. Da bei dem Prozefi weder 
Arbat nodi Warme zugeführt wird; so ist die Energie im 
Endzustand gleich der im An&ngszustand. Diese beiden 
Zustände sind Gleichgewichtszustände^ also durch zwei Wert- 
paare V und ^ volistilnd^ definiert Das Volumen ist in 
den beiden Zustanden verscdiieden, die Temperatur gleidi; 
wenn somit die Eneigie trotzdem denselben Wert haben 
soll, so kann sie von dem Volumen nicht abhängig sein. 
In diesem Sinne bestätigt die Beobachtung also in der Tat 
die Theorie; sie liefert gleichzeitig ein lehrreiches Beispiel 
für einen nicht durch Gleichgewichtszustande verlaufenden 
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Vorgang; der ganz anderen Gesetzen folgt, als die flkh un- 
endlich langsam abspielenden. 

In der Tat, mer ist eine adiabatische YerSndening 
gleiohaeitig eine isotbermische> während bei Änderungen, die 
nur Qleicbgewichtssiistände pasneren, ein solches Zosammen- 
fidlen, wie oben erörtert^ ausgeschlossen ist 

§ 59. DurchfühniDg der Bestimmung: von äü. 

Unter Benutzung von (29) nimmt nun die Differential- 
gleichung der Adiabate (25) die Gestalt an 

(32) y^d[n(id) + Bd\n(V) = 0\ 

sie erfordert zur voll ständigen Integration somit nur noch 
die Kenntnis des Gesetzes, welches y^, mit verbindet. 
Aber auch ohne dies Gesetz einziifnhren , kann die Formel 
dazu dienen, die unt^^rbrochene Bestimm img von äQ zu Ende 
zu führen. Wir haben nämlich nach der Energiegleichung 
(6) bei Einführung der Ausdrücke für dE^ äÄ und p nach 
(31), (3) und (20) 

(33) M{y,d^+B^d in (V))^äQ; 
femer ist nach (9) 

(34) äQ^ip(H,^)dK 

Aber äü^O oder dH= 0 ist die Differentialgleichung der 
Adiabate, für die wir in (32) eine andere Form vor uns haben. 
Es kann somit der in (32) links stehende Ausdruck sich nur 
duidi einen irgendwie von p und V resp. von H und ^ 
abhSn^igen Faktor von äQ resp. dH nnterocheiden« Indem 
wir diesen Faktor mit Mxp{H, &) beseicbnen, können w 
also auch schreiben 

(35) My;(M,^)(y,dhiij^) + Bdln(V))''dÜ. 

Die Yci^lelchung der in (33) und (35> enthaltenen Aus- 
drücke rar äQ bestinmit nun sogleicn die unbekannte 
Funktion yf{I£,d)^^f so daB resultiert 

(36) äÜ = 3M[y,d\n('0} + Bd\n{V)). 

Vergleichen wir diesen Ausdruck für äÜ mit dem in (34) 
enthaltenen und bemerken, daß in der Klammer in (36), da 
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nur vcn ^ abhängt, ein volktSodiges Differential stellt^ 
so können wr weiter setzen 

(37) dE= M[y,dhi(^) + -Bd In (F)), 

(38) ^(H,d) = Ä 

Nach der Natur der Sache ist diese Verfügung bis zu einem 
gewissen Grade willkürlich; es kann nämKch der Ausdruck 
(36) mit einer beliebigen Funktion F von ({y„d\nm -\-B\niV)) 
erweitert und eines dieser F in dH, eines in die Funktion (p 
gezogen werden. Aber diese WilU^ür entspiioht durchana 
der TTnhflgtfiwTwtlwf». der D^ition von JS, die euuag dalün 
ging, daß bei fehlender kalorisoiher Einmkong dJJ» 0 sein 
sollte. Die Yorstehende Verfügung zeichnet sidi indessen 
derartig duioh Emf adiheit aus, daß eine andere gar nicht in 
Frage kommen kann* 

Hiermit ist nun die Bestimmung der beiden bisher un- 
bekannten Fmktioiieii f imd dn^g^; benidmet ^ 
eine Integrationskonstante^ so kOnnen wir das ecblieffliehe 
Besultat &r äQ schreiben*) 

(39) äÜ^r.'&dH, 

40) . i/=Af(6i-f jBln(F) + /Mi^W)- 

In dem speziellen Fall, daß als von ^ unabhang^ be- 
trachtet werden kann, wird einfacher 

(41) 5"= Jf(«»i +rrln(^F«-i)). 

Zu den letzten Formeln ist zu bemerken, daß, wenn, 
wie früher erörtert, H ais zweite Unabhängige neben i> ge- 
führt werden soll, i^ in dem Ausdruck für H nach (20) dureh 
p und V zu geben ist. Tn der Gleichung (40) läßt sich dies 
nicht allgemein aiisfüln der angenäherten Formel (41) 

wird dagegen^ wenn b eine andere Konstante bezeichnet 

(42) ir-Jlf(6+y,hi(pF«)). 

§ 60. Die Entropie eines idealen Gases. 

Die erhaltene Formel äQ^^dH gibt zu einigen all- 
gemeinen Bemerkungen Veranlassung. 

Claasius, 1. o. 
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Es ist S« 112 hervoTgehoben worden, daß ebenso, wie 
die zu einer Yemnderong aus einem Zustand (a) in einen Zu- 
stand (h) erforderliche .^eit A^^, auch die gleichzeitig er- 
forderliche Wärmezufuhr Qab ganz allgemein von dem Wege 
abhingigist, auf dem die ÜbeifükrangstiriAfindet Hiermit hängt 
zusammen, daß die bei einem Kreisprozeß aufzuwendenden 
Betrage (A) und (ü) an Arbeit und Wärme im allgemeinen 
von Null verschieden sind. Die oben speziell fär ideale 
Gase erhaltene Formel für äQ zeigt aber^ daß jeden£ftlls fOr 
diese Körper gilt 



und daii öuniit für eine endliche Veränderung (ah) 

d. h. die Summe aller aufgewandten W?!rraeelemcnt«, ein 
jedes dividiert durch die absolute Aufnahmetemporat ar, allein 
von den Endzustanden ia) und (h) abhängig und somit von 
dem Wege, auf dem die Überführung stattfindet, unab- 
hängig ist. In der Tat bestimmt sich H nach (40) aus- 
schließlich durch die Momentanwerte der Unabhängigen. 

Weudt t man die letzte Formel auf einen Kreisprozeß 
an, bei dem di<^ Zustande (a) und (?>), und demgemäß die 
Werte Ha und ü^, identisch werden, so erhält man 

(43) (/)f = 0. 

wobei die Klammem an dem Integral bedeuten, daß das- 
selbe über einen Kreisprozeß zu erstrecken ist. 

Die Gleichung (43) ist mit (39) äquivalent, sie kann 
nämlich fui- jeden beliebigen Kreisprozeß nur dann gelten, 
wenn äüfd^ ein vollständiges Differential einer einwertigen 
Funktion ist, und dies ist der Inhalt von (39). 

Eine spezielle Deutung der beiden Formeln 

(/)3fl-(fl), (/)^ = (/)rffl-0, 

welche dem Ausdruck r7i2/^ eine besondere Rolle bei der 
Umwandlung von Arbeit in Warme, oder Warme in Arbeit 



Digitized by 



§ HO. Die £atropie eines idealen Gases. 



125 



bei einem Kreisprozeß beilegt» hat ClauBius*) ätxa gefahrl^ 

äQ/^^dH lüa den Yerwandlungswert von äü aufzu- 
fassen. Im Anschluß hieran hat er die Funktion H als die 
Entropie (von rooTzrjj die Verwandlung) des idealen Gases 
in dem durch die Unabhängigen definierten Zustand bezeich- 
net, und dieser Käme ist» obgleich jene Deutung ddi nicht 
fruchtbar erwiesen hat, aUgemein angenommen worden. Dem- 
entsprechend wird auch neben dem Namen der Adiabaten 
der (den Isothermen analog gebildete) Name der Isentropen 
für diejenigen Kurven geführt, längs deren ein Korper 
— hier zn nächst ein ideales Gas — boi ausschließlich 
mechanischer Einwirkung in seiner Zustandaänderung fort- 
schreitet. — 

Die oben abgeleiteten Ausdrücke (40) bis (42) für die 
Entropie eines idealen Gases haben ebenso wie der Ausdruck 
(31) für die Energie die Masse als Faktor; es entfällt 
also auf jedes gleiche Massenelement auch von diesen 
Großen der gleiclie Anteil. Demgemäß kann man, wenn 
sich dies vorteilhaft erweist, statt mit der Energie £ und der 
Entropie H des ganzen Gasquantums, auch mit denjenigen 
s und rj seiner Masseneinheit rechnen, die analog, wie 
das Volumen der Masseneinheit durch das Gesamtvolumen V, 
definiert sind durch die Formeln 



Da die Große v (identisch mit dem Reziproken der Dichte q) 



Ein Vorteil, den die Einf&hmng der spezifischen 
Funktionen zur Folge hat, mag hier bereits hervorgehoben 
werden. Da v, e, t] wie p imd ^ gar nichts auf die Masse 
der behandelten Substanz Bezügliches mehr enthalten, so 
kann auch eine Gleichung zwischen diesen Größen jene 
Masse nicht enthalten (es sei denn in einem fortzuhebenden 
Faktor) und ihre konstanten Parameter können nur noch 
P\inktionen der Gasart sein. Wir werden hiervon sofort 
im nächsten AJbsclmitt Gebrauch machen. 



*) CUufliug, Pogg. Ann., Bd. 1S6, S.858, 1866. 



(44) 



V=^Mv, E^Me, H^Mtj, 
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Der Bedoktioii von Ydomeiky Entro|He imd ESneig^e 
auf die Maasenemlwit geht denn ancli eine von Aibeü und 
Winne penllel nacb den Fonneln 

(45) äÄ-Mäa, äU^Mäm, 

die Qoter Umstanden gleichfalls Dötzli<^ ist. 

Dio Formeln (44) iiaben sich aus den für ideale Grase 
eingerüliiteii Eigenschaften ergeben; es wäre aber vorschnell, 
ihnen für beliebige andere Fälle gleichfalls Gültigkeit bei- 
legen zu wollen. Wir werden auf die Frage der Zulässig- 
keit jener Beziehungen weiter unten zurückkommen. 
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II. Abschnitt 



Methoden zur experimentellen 

Bestimmung des Verhältnisses der 
spezifisehen Wärmen 



§ 61. Bine prinsipleUe Sehwlerigkelt. 

Es ist schon S. 117 darauf aufmerksam gemacht worden, 
daß die Eigenschaften der Funktion y», welche bei der Ab- 
leitung der allgpmciiien Formel für benutzt sind, nicht 
durch direkte Beobachtungen dieser Größe gefunden sind, 
die einer Messung nach S. 16 jrroße Schwierigkeiten ent- 
gegenstellt; .sondern durch Beobachtuugeu dos Verhältnisses 
yp/y„ = x. Let/tere Messungen beruhen auf dem Auftreten 
d^r Große x in. der allgemeinen Differentialgleichung (24) 
der Adiabate, die sich bei mäßiger Änderung der Unab- 
hängigen in Annäherung integrieren läßt und nach (26) bei 
Einfuhrung des spezifischen Volumens v und einer nur von 
der Grasart abhängigen Konstante f liefert: 

(46) v^p=f. 

An diese Formel knüpfen die Mieden rar Bestirnninng von 
X an^ die wir ebenso wegen der Bolle, welche die bezüglich 
X oder erhaltenen Resultate in der allgemeinen Theorie 
spielen, als wegen der Illustration der Theorie, welche eine 
jede Anwendung liefert, im Folgenden besprechen werden. 

Allgemein ist hervorzuheben, daß wegen d^ Unmöglich- 
keit, einen Körper in aller Strenge thermisch zu isolierav 
adiabatische Veränderungen nar dann eintreten, wenn die 
mechanischen Einwirkungen sich in so kurzer Zeit vollzieben, 
daß während derselben die Zuleitung und Ableitung von 
Wärme nicht in merklicher Stärke zustande kommt. Be- 
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denkt man nun aber, daß die oben ^tvrickelte Theorie im- 
endlich langsam verlaufende Änderungen voraussetzt, so 
erkennt man, daß bezüglich der Herstellung einer mit der 

Theorie zu kombinierenden adiabatischen Veränderung eine 
prinzipiollc Schwierigkeit vorliegt^ die nicht beseitigt, sondern 
nnr dadurch vemiiiidert werden icann, daß man die Be- 
obachtung auf Änderungen von geringer Stärke beschränkt, 
bei denen auch unter schnellem Operieren die Anderijngs- 
geschwindigkeit klein bleibt. Praktisch ist die Schwierigkeit 
deshalb nicht gar so wesentlich, weil wegen der großen 
Geschwindigkeit (der Schallgeschwindigkeit) mit der eich 
DruckdiÜerenzen ausgleichen, letztere innerhalb eines mecha- 
nisch beeinflußten Grases überhaupt nicht in erheblicher 
Stärke zustande kommen, und weil der Einiluli einer Be- 
weguiighgesciiwiiidigkeit auf den Druck nur gering ist. 

§ 62. Die Methode der Ausströmmig. 

Dieses Yer&faren ist von Clement nnd Desormes*) 
ursprünglich wa anderen Zwecken ersonnen nnd erst nadi- 
mala sowohl von ihnen, wie von Anderen^ anf das vorliegende 
ProUem angewandt worden. 

£ui großer Besipient enthalt Gas mit einem geringen 
Überdruck gegen die Atmosphäre^ der bestimmt wird. Eine 
kurze Öffnung des Rezipienten stellt im Innern den Atmo- 
sphärendruck her, aber die hierbei stattfindende Expansion 
kohlt das Gras ab. Nach abermaligem Verschluß steigt die 
Temperatur auf die ursprüngliche nnd mit ihr d«r Druck 
Über den AtmosphSrendruck. 

Für die Theorie benutzt man passend, wie die Gleichung 
(46) der Adiabaten , auch diejenige der Isothermen in der 
FonU; die sie nach Einführung des spezifischen Volumens v 
annimmt» nämlich 

47) pv^kf 

wobei h, wie oben ff nicht von der Masse des Gases abhängt 
Unterscheiden Indices 1, 2, 3 die den drei Zustanden 
vor^ bei und nach der Oühung entsprechenden Drucke und 



*) CUment und Dosormes. Journ. de phys. T. 89, S. 883, 

1819. 
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Dichten^ so gilt, weil die Zustände 1 und 2 auf einer Adia- 
bate^ 1 und 8 auf einer Isotherme liegen« 

und, weil bei den Zustanden 2 und 3 der Eezipient dieselbe 
Gasmenge enthielt^ 

Hieraus folgt 

also 

(48) ^^^f^lVoder In (^) = x In (^) . 

X ist hiernach durch die Beobachtung von p^, p^, be- 
stimmbar. 

Die Methode ist znletzt von Röntgen*) in verfeinerter 
Gestalt angewandt worden, insbesondere mit vervollkomm- 
neten Ablesevorrichtungen für den Druck und unter Rück- 
sicht auf die während der Expansion von den Wänden ab- 
gegebene Warme. Ein großer Übelatand der Methode ist^ 
daß dieselbe sehr große Oaameogen erfordert nnd nur bei 
dem Atmosphärendmck sehr nahe liegenden Drucken, sowie 
innerhalb geringer Temperatuigrenzen anwendbar ist Ln 
übrigen gelten natfiriich die S. 127 allgemein hervorgehobenen 
BedenkoQ. 

Ein« G.7-LT.BS»««*) heriahrende Modifikation, 
hei der die Ausströmung nicht in die freie Luft, sondern 
in einen anderen Beaipienten ndt geringcrem Druck statt» 
findet) vennindeort wenigstens die zweite Schwierigkeit 

L Ummer und Pr in gshe im***) beobachteten direkt die 
Temperaturänderung, welche die adiabatische Druokänderung 
begleitet, und deren Gesetz aus (46) folgt, wenn man darin 
nach (20) vp durch ersetzt; aus der resultierenden 
Gleichung 

^jpi— 

in der f eine neue der Gaaart individueUe Konstante be- 



Röntgen, Poggf. Ana. Bd. 148, 8. 680, 1870. 

**) Gay-Lu8sac, 1. c. 

***) Luinmer und Pringsheim, Rep. Brit. Ab8. 1894. S. 666; 
Journ. de. pbys. (3). T. 4, T. 808, 1895. 

Voigt, Wftnnelebre. 9 
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zeichnet, folgt £ür zwei adiabatiBch verbundene Zustäude 1 
und 2 

woraus sich ergibt 

I n (jj, Ip^) 

*^liitPi/i>,)-~ln(^iW* 

§ 63. Methode der Periode lungsamer Sehwingangeik 

Bei dieser von A88mann*) angegebenen Methode wird 
eine in einem U- förmigen Bohr befindliche Flüssigkeit In 
Schwingungen versetzt, eimnal, wShiend die Schenkel des 

Bohree offen^ sodann, wSh- 
read dieselben in bestiiiimter 
Höbe über den Fiüssigkeito- 
oberflachen abgeschlossen 
sind (Fig. 14). Im ersten 
Falle wirkt nur die Schwer- 
kraft; im zweiten außer ihr 
1^ auch der Druck der ab- 
geschloRsenen Gasmassen, der 
bei hinreichend schnellen 
Schwingungen mit dem je* 
weils eingenommenen Volu- 
men durch die Gleichung der 
Adiabate verknüpft ist. 

Zur Theorie bemerkeu 
wir, daß, wenn eine Flüssig- 
keit pich in einem Rohre 
derartig bewegt, daß alle Teil- 
chen eines Querschnittes q merklich dieselbe Geschwindigkeit 
besitzen, dann für die Beschleunigung eines zwischen zwei 
sehr nahen Querschnitten und liegenden Massenele- 
mentes dni nach der Achse s des Rohres die Gleichung gilt 

(49) dm ^=-Sds-t{jfi—Pi)qf 

wobei 8 die äußere^ auf die Längeneinheit der Achse be^ 
zogene Ejnffc und Pi, die auf die b^den Quersohnitte 



*) Attmann, Pogg. Ann, Bd. 85, S. 1, 1868. 
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und ^2 wirkenden Drucke bezeichnen. Da und 
sich auf zwei um die unendlich kleine Strecke ds entfernte 
Qaerschnitte beziehen, so ist nach der Definition desDifferentiai- 
quotienten 

und mau erhalt aus (49) bei Einführung der Dichte q durch 
die Formel dm = (iQds 

Bei dem Assmannschen Versuch ist (bei Vernach- 
lässigung der Reibung) von äußeren Kräften nus die Schwere 
in Rechnung zu setzen, also, falls x von unten nach oben 
positiv g< rechnet wird, 

8^ — qgg oo8(s, «). 

Multipliziert man die Formel (50) mit dem Achsenelemenfc 
und integriert von dem freien Querschnitt a der Flüssigkeits- 
saale bis zum dreien Querschnitt b, so erhält man« falls diese 
Qnersehnitte um ans der Rabelage ^tferat sind, und 
mit L die Länge der Sanle, mit vuid pi die Drodce auf 
die Menisken bezeichnet werden, auch d^sfä^ mit d^xjdfi 
verianscht wird, 

(51) eii^==— 2^^«H-p,— ji». 

Die ursprünglichen Längen der Gassäulen über den 
Endquerschnitten a und h seien l; daim sind deren Momen- 
tanwerte über a und b resp. gleich l-\-x und { — x, Be- 
zelehnet noch p den An&mgsdnick des Oases^ so Ist nach 
der Gleichung (26) der Adiabate, da 

und das ursprüngliche V^^ql ist, 

pi" {i + xy =pt(i — x)r. 

Bei Vernachlässigung von (^/?)* neben Eins, also bei 
hinreichend kleineu Schwingungsweiten, erhält man hieraus 

»♦ 
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(52) p^^^.^J^.'^. 

Die Beweguogsgleiohiiiig nimmt sonach die Form an 

oder, wenu man den Druck durch die Höhe h einer Flüssig- 
keitsgäiüe von der Diciite q ausdrückt^ also P'^ggh setzt, 
auch 

(54) _ ^{1+-^} 

Dieser GleichuDg vixd genügt doich die Ldsong 

x='A cos a(< — Iq), 

in der A,ayfQ Konstanten bezeichnen, also durch eine Be» 
wegung mit der Periode 

(o5) 

wobei XV "T/ 

Für die Schwingungen mit offenen Röhrenschenkeln, 
WO I mit op zu yertausohen ist, gilt hiemach 



für diejenigen mit geschlossenen Schenkeln 

die Beobachtung von und gestattet die Bestimmung 
von X nach der Formel 

In Wirklichkeit wählt man als Raum für die abge- 
schlossenen Gasquanten nicht, wie oben der Bequemlichkeit 
wegen angenommen ist, geradlinige Röhrenstücken, sondern 
auf das U-Bohr aufgesetzte Kugt ln; mau erleichtert dabei 
ehierseits die Benutzung etwas eröfierer Gasquantitaten und 
verringert zugleich den thermischen Einfluß der WSade. Ist 
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das im KnheisnstaDd fiber einem Endqueradmitt befindliche 
abgesofalossene Yolamen gleich F, so ist das in der End- 
fonnel enthaltene l gegeben durch l^Vjq, 

Die Methode, die nicht von dem Erfinder, sondern erst 
viel spater von MfiUer*) su Bestimmungen von m angewendet 
worden ist, hat^ mit der vorigen verglichen, grofie Vorsfige; 
sie erfordert wenig Gas und läfit sich bei sehr verschiedeuen 
Drucken zur Anwendung bringen; anch lassen sich die Be- 
obachtungen mit dem einmal hergerichteten Apparat beliebig 
oft wiederholen. Ihre Ubelstände sind die Scnwierigkeiten 
einer befriedigenden Theorie der Bewegungen, welche die 
Flüssigkeit in dem Rohr unter dem stdreuden Einfluß der 
oberflächlichen und der inneren Reibung wirklich ausführt 
und die von der oben angenommenen unzweifelhaft erheblich 
abweicht. Auch die Berücksichtigung des Wärmeaustausches 
' mit den Wandungen der Kugeln ist ziemlich umständlich. 



§ 64. Methode der Fortpflamningsgeschwiiidiglieit von 

Schallschwingungen. 

Die Grundlage der Theorie der Fortpflanzung ebener 
longitudinaler WeÜen bildet die Gleichung (50), die wir 
unter Ausschließung äufierer Kraüfce schreiben 

<") «s-g- 

Hierin fuhren wir die Annahme ein, daß sich die Gras- 
teilchen von ihrer ursprünglichen Lage, die weiterhin durch 
s bestimmt werden mag, nur um unendlich kleine Beträge 

o verschieben. Dann ist links s mit s -\- a zu vertauschen 
und allein o als zeitlich und örtlich variabel zu betrachten. 
Wir gewinnen so, indem wir noch zum Ausdruck dessen, 
daß es sich in Formel (57) nur um die zeitliche Änderung 
von ö handelt, den vollständigen Differentialquotient d'^ojät- 
mit dem partiellen d^ojdt^ vertauschen^ die Gleichung 



*) Maller, Wied. Ann. Bd. 18, & 94, 1883. 
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Bei der Erregung von Schallschwingungen wordon nun 
die koniprimiei*tcn Teile stets erwäi'mt, die dilatierton ab- 
gekühlt, und es wird zwischen ihnen eine Wärmestr(>mung 
stattfinden. Wegen der großen Geschwindigkeit, mit der 
sich hierbei DilHtationen und KomproHsioncn ablösen, wird 
indessen dieser A\ lii ineaiisUiusch eine merkliche Wirkung nicht 
üben, und man wird die Zustandsänderung eines jeden Vo- 
lumenelementes in großer Annälieruug als adiabatisch be- 
trachtenj also die Beziehung (46) 

anwenden dflifen, welche unmittelbar ergibt 
(69) J 

Nun wollen wir ein Volamenelement betrachten, das 
den Querschnitt q besitzt und ursprünglioh mit der Dichte 
die Dicke d©, während der Bewegung aber mit der Dichte Q 
die Dieke 6 verbindet. Da der Querschnitt dea Volomenele- 
mentes erhalten bleibt^ so ist 

oder auch 

(60) + 

Die YeränderuDg der Dicke d entsteht dadurch, daß 
die beiden Grenzflachen des Volumenelementes yerschiedene 

VerRchiebnngen o erleiden, und es ist d — d^ — a^ — Oi, wenn 
a., die Verschirbiing der nach s, die Verschiebung der 
nach — .<? hinliegenden Grenzfläche bezeichnet. Da der ur- 
sprüngliche Abstand dieser Grenzflächen aber erleich ist, 
so gilt nach der Defluition des DifiPerentialquotienten 

d—d^ 0) — Ox 

und nach (60) auch 

(61) ^ = ^o(l + ^j resp. ^ — t;« ^^,. 

Unter Benutzung dieses Resultates liefert nun Fonncl 
(59), auf die Änderung von p und v längs ds angewandt, 
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Bs V ds«' 

imd bei Kombination mit (58) unter Bücksicht auf Q=- ljv 

da aber in dem Faktor rechts die unendlich kleinen Unter- 
schiede zwischen dem veränderlichen p und dem Anfangs- 
wert vemaxshlässigt werden dürfen, so ergibt sich schKeßlich 

(63) ^<2 = «i'ot;a^. 

Diese Gleichung wird von jeder Funktion des Argu- 
mentes s-\-t'^KpQVQ oder des Argumentes s — t'^xp^v^ be- 
friedigt. Eine solche Funktion stallt aber einen Verrückungs- 

zustand dar^ der sich mit der Geschwindigkeit ^xp^ im 
ersten Falle in der Richtung — s, im letzteren Falle in der 

Richtung -|- 5 fortpflanzt. ]^>7p^rJ^ist also die Portpflan- 
zungsgeschwindigkeit einer ebenen Welle in dem 
Gase, und ihre Beobachtung liefert bei bekanntem 
P^ und Vq eine höchst einfache Bestimmung von x*). 

In der freien I^uft läßt sich die SchaUgeschwindigkeit 
bekaimtlich ganz direkt durch die Beobachtung der Zeit 
bestimmen, welche ein an einer Station erzeugter Ejiall 
braucht, imi eine andere zu erreichen; dabei sind zwar im 
Anfang der Ausbreitung die Wellen noch nicht als ebene 
anzusehen, wohl aber (bei hinreichender Entfernung beider 
Stationen) auf dein bei weitem größten Teil des zurück- 
zulegenden Weges. 

In anderen Gasen kann man, wie zuerst Du long**) 
anegefäirt hat^ die Schallgeschwindigkeit bestimmen, indem 
man die Tonhöhe mit innen gefuSter und angeblasener 
Pfeifen beobachtet Hierbei konmit in Befrachte dafi die 
Entfernung zweier Schwingungsknoten einer tonenden cjlin- 
driecben Pfeife gleich dä* Hälfte einer Wellenlänge des 
gegebenen Tones, imd daß die Länge einer Welle gleich 
dem Produkt aas Schwingangsdaner nnd Forfpflanznngs- 

♦) Laplacp, Ann. de Chiraie, T. 3, S. 288, 1816. 
**) Daiong, Anu. de Cbimie, T. 41, S. 118, 1829. 
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geschwindigkeit ist. Beim Grundton ist die Länge cnior 
gedeckten Pfeife gleich dem Viertel, die einer offenen Pfeife 
gleich der Hälfte einer Wellenlänge, bei Obertönen, resp. 
gleich einem ungeraden Yielfacht'n einer Viertel- und einem 
beliebigen Vielfachen einer halben Wellenlänge. 

Eine besondere theoretische Bedeutung hat eine Be- 
obachtung gewonnen, die Kundt und Warburg*) nach 
dieser Methode an Queeksilberdanipf augestellt haben, indem 
sie damit das Resultat der sogenannten kinetischen Theorie 
der Gase bestätigten, welche für einatomige Gase den zuvor 
noch uiemais beobachteten größten Wert x=»5/3 verlangt. 

§ 65. Beobacktongsresiiltate. 

Tiotz der großen Zahl ausgefiihi'ter Messungen sind 
die Werte von yply„ = Cplc„ = x mir erst für wenige Gase 
wirklich bis auf ein Prozent sicher gestellt; für manche zeigen 
auch neueste Resultate verschiedener Beobachter noch über- 
raschende Differenzen. Im Folgenden sind in diesen FäUen 
Mittelwerte au^eiKQirt 



Eg 


X = 1,66 


Luft 


1,405 


0, 


1,40 




1,40 


N, 


1,40 


01^ 


1,32 


Bu 


1,29 




1,29 


Äo; 


1,25 




1,32. 



Im allgemeinen gilt das Gesetz, daß x um so kleiner 
ist, je größer die Anzahl der Atome im Molekxil ist; Queck- 
silberdampf (llg) nis einatomig liefert, wie oben schon er- 
wähnt, für K den L!.'r*">llten Wert. 

Eine andcr«> 15( zi( linng ergibt sich auf folgende Weise. 
Wie 8. 80 nach dem Vorgang von R. Mayer die physi- 
kalischen Konstanten der Gase (spi zitll der Luft) zur Be- 
rechnung des mechanischen Wärmeäijuivalentes J benutzt 



*) Eandt n. Warbnrg, Pogg. Aqq. Bd. 153, S. 353, 1876. 
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worden sind, so kann aach mngekehit der anderweit bestimmte 
Wert Ton J dazu angewandt werden, um eine der heran- 
gezogenen KonstaDten durch die übrigen auszudrücken. So 
gestattet Formel (102) auf S. 82 die Bestimmung von n 
gemäß der Beziehung 

(64) 1-^ ^ 



wobei Pq, Cp, Qq^ zusammengehörige Werte bezeichnen. 

Führt man die Boolesche Konstante B=vpl^^plQ& 
«in, SU gibt dies 



X JCp 

Nach der Beobachtung ist das Produkt aus B in das Mole» 
kulargewicht in großer Annäherung eine universelle Kon- 
stante aller Gase; setsen wir demgemäß 

(65) Bfi^n, 
so resuitiex't 

oder 

(66) ^<^!LZli«^(cp — cb) = ^. 

Hiernach muß das Produkt /xCj, {h — oder /* {Cp — c„) 
in AnnSherune l&r alle Gase den gleichen Werfe beeitEcn. 
Naftfirlich ist od allen derartigen Überlegungen im Auge zu 
behalten, daß die wirklichen Gase die bezüglich der idealen 
Gase vorausgesetzten Eigenschaften nicht in Strenge besitzen^ 
und die Anwendung der för letztere gefundenen Gesetze 
auf sie deshalb bis zu einem gewissen Grade unzulfissig ist 
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m. Abschnitt 

Oeometrische nnd physikalische Eigen- 
schaften der Polytropen. 



§ 66. neflnition and Konstruktion polytropiseher 

KurreiL 

Die Gleichungen (4G) und (47) der Adiabaten oder Isen- 
tropen und der Isothermen, nämlich die Formeln 

(67) ^p^ff = reap. Vp^fM", Vp-^hM, 

in denen f und h Eonstanten beseidbnen^ h überdies » 
ist, fallen anter die allgemeine Fonn 

(68) v'^p^k, resp. F> = Äjr, 

in der n und k Konstanten sind. Die durch letztere Fonnel 
in der Fp- Ebene gegebenen Kurven, die man Polytropen*) 
nennt, wollen wir, insbesondere för den wichtigsten Fall 
positiver n, nSher diskutieren; es ergeben sich hierbei ali- 
gemeine Hesultate, die uns weiterhin von Nutzen sein 
werden und die auch für die hier zunächst betrachteten Iso- 
thermen und Isentropen Wichtigkeit besitzen. 

Zunäehst erkennt man sofort: für w> 0 haben alle Polv- 
tropen hyberboH«chen Charakter nnd die Koordinatenachsen 
als Asymptoten; in dem speziellen Fnlle n = l, der der Iso- 
therme entspricht, werden sie sogar zu Zweijjen von gleich- 
seitigen Hyperbeln selbst. Den vom Kuordinatenanfang 
entfernteren Polytropen gehören die größeren Parameter k 
zu; da nun diese Parameter im Falle der Isothermen die 

*) ZeaneTi TeclinischeThermodvü&mik,Leipzigl887,Bd. 1, 3« 149. 
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§ 66. Definition u. Konatraktioii polytropischer Kurven. 139 

Bedeutung B^^ im FAlle der Adiabaten die Bedeutung 
e(n~b)iYp besitzen, so entspi'echen den ferneren Isothermen 
und Igentropen auch größere Werte der Temperatur und 
der Entropie. 

Ans (68) folgt welter 

Die Richtung des Linienelementes einer Polj^ropc fällt also 
an einer gegebeneu Stelle der F;>- Ebene um so steiler 
von links nach rechts, je größer die (positive) Ordnimgszahl n 
der Polytrope ist. Da für die Isothermen 7i = l, für die Isen- 
tropen n = X und X stets > 1 ist, so fallen die Isentropen 
steiler als die Isothermen. 

Die Polytropen für n> 0 lassen sich auf verschiedene 
Weise konstruieren. Eine Anzahl von Kurvenpunkten, die 
zuiii Einblick in den Verlauf der durch einen gegebenen Punkt 
gehenden Polytrope genügen, erhält man in folgender Weise*). 

IVIan lege durch den Koordinatenanfang zwei Gerade, 
die, wie in der Figur 15 ersichtlich, mit der F- Achse die 
Winkel — fi und (^ji-\-v) bilden, von denen der eine will- 
kürli<;h und der andere mit ihm durch die Relation ver- 
bunden ist 

(70) l+tgi'-a+tgAi)'». 

Ist dann a der Funkt, durch den die Polytrope von gegebenem 
n konstruiert werden soll, so ziehe man von a ans Parallele 
zu den Koordinatenadisen und erfülle von deren Schnitt- 
punkten und mit den Koordinatenachsen ans die Öff- 
nungen der Winkel und v in der aus der Figur < rsl« ht- 
üdien Weise mit je einer Zickzacklinie mit aJbweehselnd 
der Mp* der F- Achse parallelen und gegen sie um 45® 
geneigten Elementen. Die Schnittpunkte der Verlangerungen 
derjenigen korrespondierenden Elemente, die parallel zu den 
Koordinatenachsen liegen, geben Punkte der durch a gehenden 
Polytrope. Dabei gelten als korrespondierend die um gleich- 
viel Zacken im gleichen Sinne von resp. von ab- 
liegenden Elemente, also b^l/, c^cf, c^d' einerseits und 
Cf^', d^d" andererseits. 



*) Braaer, Zeitschr. d. Ver. deutscher Ing., Bd. 29, S. 483, 1885. 
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II. Kapitel ThcrmodTiiatiiik ftr ideal« Gate. 



Da bei dieser Konstruktion ein jeder Schnittpunkt in 
dem rechteckigen Netz der Koiistruktieiisliiiien dem Punkt a 
gleichwertig ist, so ergibt die Konstruktion auÜer der einen 
Polytrope durch a zugleich noch eine Schar benachbarter 
anderer von «derselben Ordnung n. 




Die Richtigkeit der Konstruktion erweist sich sehr leicht. 
Es ist nämlich nach der Figur 



und 

somit also 



oa'^^Va, oi/^'Vi, oaf'=^pa, oi^'«i*», 

Vi, — J« . J». —Pt j.„ 

- V. ^K'- 
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Hieraus folgt 
und wegen (70) 

Es besteht also zwischen den Koordinaten der Punkte a 
und h die Gleichung der Polytropen, wodurch der Beweis 
für die Konstruktion erbracht ist. 

Was das Verhältnis zwischen verschiedenen durch die 
Konstraktion erhaltenen Polytropf^n gleicher Ordnung an- 
geht, so ist nach der Konstruktion 

oa"^ ob'' + ob''(l + tg v), 

aiso J>«=Pao(l + tgv); 

femer ist Kj^= Fa, Ph^=Pb also auch 

Hierin steht rechts der Parameter der durch h^j links der 
durch a und h gehenden Polytrope. Die Parameter aller 
der durch die Konstruktion gelieferten Polytropen nehmen 
sonach bei Annäherung an den Koordinatenanfang in dem 
Verhältnis (l+tgr)/l ab, wais lür die K.LU"vcnschar resp. 
für die spezielle Konstruktion eine individuelle Konstante ist 
In Figur 15 ist die Konstruktion mit den Werten 
tg fi^'Oßb, »»1,40 ausgeführt, denen nach (70) tgv=«0,37 
entspricht. Da nach 8. IBß x ^ 0, N, H und Luft den 
Wert 1,40 besitzt, so stellt das erhaltene, ausgezogene 
Kurvensystem zugleich die wirkliche Grestalt der Adiabaten 
für diese Gase dar. Die punktierte Kurve gibt zum Yefgleich 
den Verlauf einer Isotherme, die n^l entspricht. Uber 
die gestrichelte Kurve wird sogleich gesprochen weiden. 

§ 67. Die Charakteristik einer Polytrope. 

Zidit man durch die bei der vorstehend beschriebenen 
Konstruktion 'erhaltenen Schnittounkte Iq, Cq^cIq, Cq , * . auf 
der vertikalen Geraden a, Gerade vom Koordinatenanfimg o 
aus und verlängert sie bis zum Schneiden mit den Vertikalen 
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h^h, c^c, d^d, e^e, . . so erhält man Punkte a, ß, y, . . . einer 
neuen Kurve, die als die Charakteristik der Polytrope 
bezeichnet wird. Diese Kurve, die ebenso wie die betreffenden 
Konstruktionslinien gestrichelt eingetragen ist, steht mit 
dem Gesetz der Temperaturänderung längs der Polytrope in 
engem Zusammenhang. 

Aus (68) folgt nämlich durch Elimination des Druckes 2> 
mit Hilfe der Beziehung Vp=^MB^ sogleich 

(71) - ' - kJir -'IB^ k'It- 

wobei eine neue Konstante be2el<^net Nun ist beispiels- 
weise nach der Konstruktion (Fig. 16) 




Flg. 16. 



d'd dd' , , ^ Pi 



und zugleich 



somit also 



( 



Vergleicht man diese Formel mit (71), so ernbt sich, daß, 
irann man a^a als Maß der Temperatur ^« Im Ausgangs* 
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zustand betrachtet ^ daxm ä'd das Maß der Temperatur ^4 

im Zustand d darstellt 

Die vertikalen Koordinaten der Charakteristik 
sind den absoluten Temperaturen in den Punkten 

proportional, wf^lche durch den Schnitt dieser 
Koordinate mit der Polytro])o erhalten werden. Die 
Charakteristik crestattet sonacli ciiifui unmittelbaren Einblick 
in die Temperaturänderung, welche eintritt, wenn der Zu- 
stand des Gases sich auf der zugehörigen Polytrope bowen-t. 

Ist n — 1 (Isotherme), ho ist die Charakteristik cum 
horizontale Gerade; sie fällt mit wachsendem V, wenn »> 1, 
sie steigt an, wenn n<l. Da in Fi^ur 15 n=l,AO vor- 
ausgesetzt ist^ 80 fällt die Charakteristik von links nach 
rechts. ' 

Die vorstolieiidoii Konstniktioiien sind von praktischem 
Nutzen, wenn es sich danun handelt, die Vorgänge in einer 
Arbeitsmaschine, die mit einem erhitzten Gas betrieben wird, 
ohne Rechnung zu übersehen. — 

Die Konstruktionen in der Fjp-Ebene haben den großen 
Vorteil, daß sie mit dem Verlauf der Zustandsänderungen 
sofort auch die Betrage an aufzuwendender Arbeit und 
(unter gewissen Voraussetzungen auch) an Wärme veran- 
schaulichen. Abel die l\jlytropen und Cliarakteristiken selbst 
sind doch nur ziemlich umständlich zu zeichnen. 

Die Verhältnisse werden in dieser Hinsicht sehr ein- 
fach, wenn mau die In (F) als Abscissen, die In (jp) als 
Ordinaten benutzt. Denn aus (68) folgt als Gleichung der 
Polytropen 

nln(r)-i-ln(i>)-ln(ikj|£), 

ans (71) 

(» — 1) In (F) + In (^) 1- In (Äf'Jfef» - 

Es sind in diesem Koordinatensystem also sowohl die Poly- 
tropen wie die Charalvteristiken, deren Ordinaten die Loga- 
rithmen der absoluten Temperaturen angeben, Gerade. — 
Um die Polytrope »ter Ordnung durch den Punkt a 
(Fig. 17) zu zeichnen, hat man nach dem Vorstehenden nur 
vom Fußpunkt a' des Lotes auf die Abscissenachse die 
Strecke a'h = a' aln aufzutragen; die Gerade durch a und b 
ist dann die gewünschte Kurve. 
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Die ihr ont5;prrchcnf1o Charakteristik erhält man, wenn 
man von dem FuÜpunkt a'^ des Lotes auf die Ordinaten- 
achse die Strecke a^^C'=^a^^a(n — 1) für n> 1 nach oben^ 




ffir it<l Daeh unten hin auftragt; die Gerade dardi a 
und e ist die Charakteristik, in dem Sinne, daß, wenn man 
a'a proportional mit In (^a) machte dann die Ordinaten der 
Geraden ac für jede Abscisse der Polytrope den Logarith- 
mns der erreichten absoluten Temperatur angeben. 

§ 68. Arbeits- nnd Wftrmezafdhr UngB einer Polytrope, 

Wir wenden uns nun zur Bestimmung der zur Be- 
wegung eines Gases (d. h. natürlich seines Zustandes) 
längs einer Polytrope aufzuwendenden Wärme und Arbeit. 
Wegen V**p — kM'^ erhält mim unmittelbar, sowie n^l ist, 
also die Polytrope nicht zur Isotherme degeneriert, 

(72) 3^«_j,dr— *if"^^'= + i^rf(i.._J 

und, da nach (71) üV'^-^^kM'-^IB ist, auch 

(73) 5^=^ 

II— 1 
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und hienuia für eine endliche TemperatariUideruiig (a, l) 



(74) 



n— 1 



Berücksichtigt man, daß In der '^-Ebene der Absolut- 
wert der längs eines KurvenstAckes ah aufzuwendenden 
Arbeit durch die zwischen ah und der F- Achse liegende, 
seitlich durch die Ordinaten F= Fo und F=» F* begrenzte 
flache g dargestellt wird, so folgt aus (74) der Satz, daß 
diese Fläche ftlr alle Abschnitte, welche ein Paar Isothermen 
ans sämtlichen Polytropen derselben OrdnimgBzahl aus- 
schneidet, die gleiche Größe besitzt. 

Kombiniert man die allgemeine Enorgiegleichuug niit 
dem oben erhaltenen Wert (78) für dA und diem. Ausdruck 
(30) für d£, so resultiert wegen B^^yp — 

y »—1/ «—1 

Hierfür schreiben wir kurz 

(75) äÜ^Mynd^, Ö«»« Jlfy»(^ — 

wobei y„ als konstant betrachtet und unter y», die für die 
Polytrope wter Ordnung cfiaiakteris tische spezifische Wärme 

(76) V 

(7bj yn- ^'n^l 

verstanden ist Nach dieser Definition ist 

y«> 0 für w>«>l und x>l>n, y»<0 für x>n> 1. 

Unter Einführung von läßt sich dann auch Formel (73) 
und (74) schreiben 

(77) äÄ =- M{y, ^ y,) d^, M(y, - r„) — ^a) • 

Die Formeln (75) und (77) liefern folgenden Satz: 

Der Arbeits- wie der Wärmeaufwand für die 
Beweo^nng; eines idealen Gases länfxs einer Polyi rope 
ist mit der erzielten Temperaturdifferenz propor- 
tional und entliäit von den auf die spezielle Poly- 
trope bezüglichen Parametern nur deren Ordnungs- 
zahl n in einem konstanten Faktor, der je nach dem 
Wert von n bald positiv^ bald negativ ist. 

Voist, Warmeielir«. 10 
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§ 69. ArMt»- nd mmieftiilhuJuiie längs einw 

Isotherme. 

fiinsiiofatlicli der Bestimmung von äÄ und äÜ nehmen 
anter allen Polytropen die Isothermen eine Separatstelluug 
ein. An Stelle von (72) tritt nämlich flQr k'~B^, 

(78) — MB^yr MBM b (7), 

und da boi idealen Grasen die Energie eine Fanktion nur 
der Temperatur ist, also rfis mit verschwindet,, so ist 
für die Bewegung längs einer Isotherme 

(79) + 

Bei der Bewegung eines idealen Gases längs einer Isotherme 
findet aonaeh st^ eme direkte Umwandlung v<m Arbeit 
in Wärme oder von Winne in Arbeit statt 
Man erhält demgmäfi w^ter 

(80) - > = A » = AfB^ hl (^^ ) , 
oder, da Paya=l>hV}„ auch 

was den folgenden Satz enthält. 

Der A rbeits- undderihm entgegcjigosetztgleiche 
Wärmeaufwand für die Bewegung eines idealen 
Gases längs einer Isotherme ist dem natürlichen 
Logarithmus des Verhältnisses aus Anfanirs- und 
Endvolumen (resp. End- und Anfangs d ruck | und 
außerdem der auf der betr. Isotherme konstanteu 
Temperatur proportional. 

Wir denken nun durch die beiden Punkte a und h der 
Isotherme z^vei Polytropen von der gleichen Ordimiig.sziiiil n 

gelegt, dann ist für die eine i:>i Ff ==jr)oFr, für die audere 
|)2 y% = Ph Vb oder auch für die eine f>i V[' ~ ^ = F^" ^ 
^ki]kr-\ für die andere ^Tl—'^^Ft" ^^Ä^/^r^^ 
wo ha utkI Ä-ft die Parameter, p^, und p^f F^, i>2 die 

laufenden Variabein der beiden Polytropen sind. Man kann 
hiemach, wenn man noch wie oben BJ^n — 1) mit — y« 
vertauscht^ die Formel (80) sohrdiben 
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(81) ^5 ^A^i^M(Yv~ Yn) ^ In (^) 

und den Satz aussprechen: 

Die Arbeits* und die ihr entgegengesetzt gleichen 
Wärmeaufwendungen; die zur Bewegung eines ide- 
alen Gases auf Abschnitten von verschiedenen Iso- 
thermen zwischen denselben beiden Polytropen 

gleicher Ordnungszahl erforderlich sind, unter- 
scheiden si( h nur durch die als Faktor auftretende 
Temperatur der Isotherme. 

Für den speziellen Fall, daß die Polytropen zu Adia- 
baten degenerieren, ieltel sich dieser Satz ganz diiekt aus 
den nach (39) und (79; für eine Isotherme geltenden Formeln 

äü äA^^dH 

aby ans denen wegen des konstanten ^ folgt 

Bei der Darstellung in der Fp- Ebene b^renzen also 
die zwischen denselben Polytropen, insbesondere Adiabaten^ 
liegenden Abschnitte verschiedener Isothermen Flächenstücke 
unter sich, welche den Temperaturen der betr* Isothermen 
proportional sindi 

§ 70. KonBtraktion In der ITil^oSlieBe. 

Die formale Analogie zwischen den Gleichungen 

1^ nahe^ zu der Darstellung in einem t^j?- Koordinatensystem 
eme solche in dnem IT^-Systm In Fanllele zn stellen. 
Man kann die erstere als die mechanische^ die zweite als 
die thermische Abbildu^ der Zustandsfinderongen be- 
zeidmen, insofern als die flache unterhalb der Kurve der 
Zustandsändenmg im ersten Falle die angewandte Arbeite 
im zweiten Falle die au%ewandte Warme darstellt 

Führt man in die imgenaherte Formel (42) für H statt 
der absoluten Temperatur ihren Wert j9 VjMB ein und beseitig 
die additive Konstante, indem man den Anfangspunkt für a 
dahin legt» wo j) 1 ist^ so erhält man 

(82) Ü-Jlfy» In (|>F«). 

10* 
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Kombiniert man dies mit der ans (2C) folgenden Fonnel 

(83) In {MB^) = In (pV)^ 

80 erhält man 

H 



(84) 



(x-l)lii(F) = j^-.ln(JfB^), 



— 1) In In (iO^) - 



wodurch V und p in mid d ansgedröekt siud. 




Aus diesen Formeln leitet man ieioht die Gleiohmig 
der Polytrope ab. £8 ist nämlioh 

(86) (H-l)hi{pV)=^^^^^-(»-H)iiL(MBd), 

also folgt für pV^ = hM*^ bei Einführung einer neuen Kon- 
stante q und ßcrüoksiohtigujQg des Wertes von aus (76) 
für die JPoi/trope 

(86) Myn In (t^) — g oder ^^q^ e^^rn, 

wobei qx eine andere Konstante bezeichnet. Die Gleichuneen 
der Isopyknen und Isobaren ergeben sich bierans, indem 
man nur die Ordnungszahl fi resp. gleich oo und 0 macht 
und berficksicfatlgt, daß nach (76) gilt 

(87) yo^yj». 
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Wegen der aus (86) folgeDLdeii Beziehung 

sind die Kurven für positive ansteigend , für negative 
fallend, und zwar uiu so steiler, je kleiner der Absolutwert 
von y„ und je größer ^ ist. Voluincn und Druckkurveu 
steigen beide, und zwar ist die Volumenkurve die steilere 
von ihnen. Figur 18 gibt eine schematiBche Darstellung. 

Bei der getroffeiieii Verfugune fiheie äm AhfloliilTOrt 
von H mnd auch n^^alive Werte su&ssig, und die Zostands- 
findenmgeiL können in dem ganzen Bereidi d> 0 verlaufen. 

Ln Vorstehenden nnd wegen der folgenden Anwen- 
dungen die gesamten Volumina V und fintropien S be* 
vorzugt; alle Resultate werden aber für die spezifisohen 
QiGfioi V und tf gültige wenn man nur in ihnen Jf 1 seist 
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IV. Abschnitt 

Der Carnotsche Ejreisprozess für 

ideale Gase. 



§ 71. Beflnittan de« Oarnotgehen KreisprosesMS. 

Als Kreisprozeß haben wir ganz aUgemein cmo Zustands- 
änderimp^ bezeichnet, welche das betraclitete Systfin schließ- 
lich in den Anfanjorszustand zurückfuhrt. Für jeden Kreis- 
prozeß gilt wegen der GleichuDg der Energie nach (8) die 
Beziehung 

(88) {A)'h(^)^0, 

welche aussagt , daß dessen Resultat die Umwandlung von 
W&me in ^beit oder Arbeit in Wärme ist, insofern dem 
positiven Betrag der dnen (an%efwendeten) GroBe der gleiche 
negative Betrag der anderen (gewonnenen) GrÖfie ent8]nieht. 

Ereispfoeesse haben eine große praktisdie Bedeutung, 
indem die Vorgänge, die sich in einer ihennodjnamisohen 
Aibeitemaaehine äspielen, zu dieser Art von FroBeaam 
gehören; sie sind auch ein wichtiges Instrument der Theorie 
geworden^ und zahlreiche Gesetze der Thermodynamik sind 
mit Hilfe derartiger in bestimmter Weise künstlich erfun- 
dener Kreisprozesse zum ersten Male abgeleitet worden. 

Wie von Zttstandsanderungen ftberhaupt, so sind auch 
von Kreisprozessen zwei Gattungen zu unterscheiden^ jenach* 
dem die passierten Zustande (merklich) Gleiohgewiehts- 
zustande sind, sich also in der F]p- Ebene wiedergeben lassen^ 
nd( r nicht. Unter den ersteren, die -wir zunächst allein be- 
trat' Ii ten, niinmt eine ausgezeichnete Stellung der von Carn ot*) 
erdachte und nach ilun benannte Kreisprozeß ein, der 

*) Carnot, L c 
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sieh in der Vp-Ehene als ein Kurvenviereck zwischen zwei 

Isothermen und zwei Isentropen, also in der H^-Ehene als 

ein Rechteck mit zu den Achsen parallelen Seiten darstellt. 
Nach der Definition dieser Kurven wird mit einem beliebigen 
Körper ein soloher Kreisprozeß in dei' Reihenfolp^e der Buch- 
staben abcäa der f ig. 19 folgendermaßen ausgeführt werden 
können. 

Der Körper wird unter einem Aiifangsdruck in Be- 
rühnuTj!; mit einpr Wärmequelle von der konstanten Tem- 
peratur gebracht; der Druck wird laogsam vermindert^ 




FIf. 19. 



so daß der Körper sich ausdehnt, während seine dabei ein- 
tretende Temperaturemiedrigiinp: durch die A\^irkung des 
Bades kompensiert wird. Ist der Anfangsdruck pa, der 
Enddruck jh, , ^^ ii l der Körper den Weg {a h) zurücklegen. 

Der Körper wird in dem en-eichten Zustande mit einer 
adiathermanen Hölle umgeben und hiemuf unter langsam 
vcriuiiiderleiii Druck weiter ausgedehnt. Ist der Enddruck pe, 
80 ist damit die Strecke (hc) durchmessen. 

Dem Druck pc entspricht eine voti abweichende 
(niedriirere) Temperatur i^^, die sich aus der Gleichung dei- 
Adiabate und aus den Drucken Ph, Pc berechnet, Wii* wollen 
sie als bestiniint ansehen, nunmehr den Körper mit einem 
Wärniereservüir von dieser neuen, tieferen Temperatur in 
Berühiung bringen und durch langsam gesteigerten Druck 
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bei der Temperatur t^^ komprimieren, bis der ausgeübte 
Druck den Wert pd erreicht, der dem Schnittpunkt d der 
Isotherme mit der durch den Punkt a gehenden A(]iabate 
entspricht und der aus den Gleichungen der Isothermen und 
der Adiabaten zu berechnen ist. 

Hier umgeben wir den Körper abennals mit einer adia- 
thermaneu Hülle und komprimieren ihn weiter, bis der An- 
fangszustand a erreicht ist. 

§ 72. Arbeits- und Wärmeaafif and bei dem CarnotseheD 

Prozeß mit einem Gas. 

Bei einem idealen Gas, auf das wir diese allgemeine 
Betrachtung nunmehr speskdieieren, können wir, um gewisse 
Punkte des Vorganges völlig klar zu stellen, die Anordnung 
so getroffen deinen, dafi sich dasselbe in einem CyHnder 
befindet, der mit einem reibun^os bew^diohen, belasteten 
Stempel 8 abgeschlossen ist (s. Fig. 20). Die Belastang mag 
aus sehr vielen und sehr kleinen Stfieken^ Qewichtsele- 
menten, ÖO bestehen und sidi auf einem ebenen, von dem 
Stempel getragenen Teller T befinden. Längs des von dem 
Tell< r zurückgelegten Weges mögen sehr viele, dicht über- 
einander befindlidie 8ta£en oder Etagen angebracht sein, 
wie ein enges Eegal angeordnet; auf ihnen möge eine (nach 
unten zunehmende) groJBe Zahl von Grewiehtselementen dG 
untereebracht sein. 

Die Wandung des Cylinders, wie anch der Stempel, be- 
stehe aus adiathermaner Substanz; der untere Band der Wan- 
dung sei eben abgeschliffen und ruhe auf einer ebenen Platte, 
die ans einom Streifen n einer adiathermanen Substanz be- 
steht, eingeschlossen von zwei Streifen \md eines 
Wärmeleiters, die resp. auf den Temperaturen i^^ und i^j 
erhalten werden.*) Steht der Cylinder auf a, so ist das Gas 
thermisch isoliert, steht er auf oder JU» so ist es in Be- 
rührung mit einer Wärmequelle von der Temperatur 
oder 1^2* 

Nun befinde sich der Cylinder über A^, das Gas auf 
der Temperatur Teller T sei mit soviel Gewichts- 

elementen belastet, als dem Druck pa entspricht, das Vo- 

*) Ähnlieh bei Oarsot 1, c. 
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inmcn des Gases sei also das kleinste. Diese Stellung 
von Stempel und Teller ist in der Figur mit gestrichelten 
Linien angedeutet. Wir schieben ein (f 6r vom Teller a,ui 
die benachbarte Stufe, wozu Arbeit nicht erfordert wird, 
lassen das Gas sich expandieren, schieben ein zweites, 
drittes, . . . if(r auf cUe jeweil emichte Stufe ab^ bis der 
Draek pt eneibht ist Kunmebr bringen wir a unter den 



I 




Fig. 80. 



Cylinder, isolieren hierdurch das Gas thermisch und fahren 
mit dem Abschieben der Gewichtselemente fort, bis der 
Dnu^ auf pe gesunken und das größte Volumen eneicbt 
ist Diese Ste Unng von Stempel und Teller ist in der 
Figor 20 mit ausgezogenen Linien wiedergegeben. 

Duieb diesen Ptosefi bat das Gas gewisse Crewicbte 
gehoben^ damit gewisse Arbeiten geleistet^ die bei der Dar- 
stellung des Vorganges in der T^«£bene in Fig. 19 doroih 
die Fliehen %ab and ^« unterhalb der Kurvenstucke (ab) 
und dargestellt werden. Die längs (ah) au%e&ommene 
Warme ist nach (79) der abgegebenen Arbeit und somit 
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ancb der Fläche %ab gleich; die längs (hc) anfgenommene 
Wärme ist nach der Definition der Adiabate gleich NulL 
Wir eriialten sonach für die dem Gase zageführten Be- 
träge YQD. Arbeit imd Wärme die Werte 

(89) S«», fi«»«-|-55ai, ^« g»0 

Jetzt bringen wir unter den Cy linder, erhalten hier- 
durch die Temperatur auf und schieben von der in der 
Hübe des Tellers T befindlichen Stufe ein (f G auf den Teller. 
Das Gas wird komprimiert, der Teller gelangt in die Höhe 
einer tieferen Stufe; hier schieben wir ein zweites ÖG auf 
den Teller und fahren so fort, bis der Druck erreicht 
ist. Endlich brm^en wir wieder a unter den Cylinder, iso- 
lieren damit das ( ias thermisch und bchieben weiter Gewichte 
auf den Teller, bis der Anfangsdruck pa erreicht ist 

Diesen zwei Kompressionen entsprechen nach dem Ge- 
sagten die Auftv^endungen 

(90) Aed--+ ^4, Qcd gcrf; ^« - + %d., «f« - 0. 

Die Samme aller der an dem Qas geleisteten Arbeiten ist nach 
8. 110 gldch dem Negativen der mnlaolenen Flache d. h. 

(91) A» + ^c + ^rf4-^f«=-U) = -g5 

es ist also bei dem Fkoseß Aibeit gewonnen, somit im Mittel 
mehr Gewicht eehoben, als wieder herabgesunken» oder der 
Schwerpunkt aUer vorhandenen Gewichte gehoben; zngleioh 
ist die Summe aUer angeführten Wärmen, d. h. hier 

(92) Qa,^-Q,c-{Q)^Jt^, 

die aus ^ entnommene Wärmemenge ist grüüer, als die aus 
zugefuhrte, 

§ 73. Der Wirkungsgrad elneg Carnotsehen Kreis- 

proKesses* 

Wir haben 8. 146 bemerkt, daß bei der Führung eines 
Gases längs einer Isotherme die gesamte aufgenommene 
Wärme in Arbeit verwandelt wird. Eine Umwandlung 
von Wärme in Arbeit liegt auch bei dem betrachteten Kreis- 
prozeß vor, indessen von komplizierterem Charakter; hier 
wird nicht die ganze der höheren, d. h. höher temperierten, 
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Wanneqaelle entnommene Wärmemenge in Arbeit um- 
gesetzt, sondern ein Teil wird als Wärme an das tiefere^ 
d. h. tiefer temperierte Wärmereservoir wieder abgegeben. 

Um die vorlieg^den Verhältnisse quantitativ featni- 
stellen, sind die Sätze von S. 145 und S. 146 znr Anwen- 
doDg <u brmgeD. i»oh deuea 

(»3) ?ft.-2fd., ga»/^.=gcW*^l 

ist. Nimmt imiu \nnz\i, daB 

ist» so eij^t sich, falls man noch 

(94) gcd==g% g.c = g" 
schreibt^ 

Aay (g' + g), l^«»« + (g' + g), 

(95) At, g", i3^e-0, J^rf-+g', fti — g', 

^^^^ ^, ~t>i* 

Die auf den Adiabaten sugeffihrten und entnommenen Ar- 
beiten ergänzen sieh also zu NuU^ die. bezfi^ohen Wfinnen 
sind selbst Null; das Ergebnis des Kreisprozesses beruht 
also dni < liaus aiif den Vorg&ngen längs der Isothermen, bei 
denen die Aufwendung^ und €^ewinne sieh wie die be- 
treffenden Temperaturen verhalten. 

Bezeichnet man die absoluten Werte der bei den 
Tempeniteen und bewegten Wärme- (und Arbeits-) 
Mengen mit und Ü^, so nimmt die letzte Formel die 
Gestalt an 

Das Yerhaltnis 

Q,-Q, (Q) 

der umgewandelten zu der aus der oberen Quelle entnomme- 
nen Wärm einenge nennt man allgemein den Wirkungsgrad 
oder den ökonomischeu Koeffizienten des Ivieisprozesses. 
Sein Wert für den Car not sehen ProzeÜ, der mit vq be- 
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zeichn( t werden mag, ergibt sich aus den letzten beiden 
Formeln zu 

Der Wirkungsgrad des mit einem idealen Gase 
durchlaufenen Carnotschen K reisprozesses hängt also 
weder von der Gasart;, noch von den Paraiuetern 
der durchlaufenen Adiabaten, sondern allein von 
den Temperaturen und der den Kreisprozeß 
charakterisierenden Isothermen ab und ist um so 
großer^ je kleiner ^1/^2* 

Man kann die erörterten Yerbfiltnisse von einer neuen 
Seite bdeachten, indem man die letste Formel unter Be- 
nntemig von (98) und (88) schreibt 

(100) _(^)_(fl)==g(#,_*,). 

Nach dieser Gleichung hfingt die gewonnene Arbeit — (^) 
von drei Größen ab: von der überhaupt aus einer Quelle 
entnommenen Warme Q^, von der Temperatur bei der 
sie entnommen wird, und von dem Temperaturfall (ß^ — ^j), 
den der nicht in Arbeit umgesetzte Betrag erleidet 

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit derjenigen Arbeit 
(rh, die nach S. 61 die Schwere an dem durch eine 
Hohe h fallenden Gewicht 6r eines geeigneten IThnvork- 
TTiPchaiiismus leistet, und die in dem Mechanismus verwertet 
wird, so liegt es nahe, den Temperatnrabfall — ^j) mit 
der Fallhohe h in Parallele zu stellen; tut man dies, so 
entspricht aber nicht die bei t^^ eutEK^nmcnc Wärme oder 
die bei abgegebene Wärme dem fallenden Gewicht, 
sondern das Verhältnis Q^l/^iy welches, wie schon S. 125 
erwähnt, Clausius als den Verwandlungswert, und noch 
anschaulicher Zeuner als das Wärmegewicht von be- 
zeichnet 

Berücksichtigt man, daii die an das untere Reservoir 
abgegebene Wärmemenge nach dieser Definition das 
Wännegewicht Qil^x besitzt, und daß zwischen den beiden 
Gewichten die Glddinng (97) best^t, so erkennt man^ daß 
diese Betrachtongswdse die Analogie mit der Arbeit eines 
sinkenden Gewichtes sehr voÜstSndig macht. Die Wärme* 



Digitized by 



% 78. D«r Wirkimgignd «Ihm OarnotiolMii KnifpiOMHM. 157 

mengen sind verschieden^ aber das sinkende Wärmegewicht 
bleibt dasselbe. 

Wir bemerken^ daß auch die aligemeine Formel 

die für jeden mit einem ideaieu Gase ausgeführten Kreis- 
prozeß gilt, in der neuen Beleuchtung sich anschaulich dar- 

Bü'llt. Zerlegt man das Integral in eine Summe über alle 
poisitivcn ^V;i^mczufull^eIl dQj^ und eine über alle negativen 
und schreibt demgemäß 

+ — 

80 sagt die Formel aus, daß bei jedem Kieiöprozeß die 
Summe der zugeführten Wärm^ewichte gleich der Summe 
der entzogenen ist. 

Noch sei erwähnt, daß, wenn eine WärmeineriL^e Q^, in 
einem Reservoir von der Temperatur t^, verfügbar und außer- 
dem ein auf der tieferen Temperatur t^^ befindlirbpR Reservoir 
vorhanden ist, dann die ganze nach (100) aus dem oberen 
Beservoir durch Kreisprosesse zu gewinnende Arbeit 

-(A)-Q.(l-|) 

als die nutzbare Energie des Wärmereservoires bezeich- 
net wird, — 

Bei dem vorstehend untersuchten Kreisprozeß ist die 
mnschlossene Flache in der Richtung des Uhrzeigers, also 
negativ umlaufen worden; diesen Richtuugssinn wollen wir 
direkt neimeiL Bei direkter Umlaufiing ist also das Resul- 
tat des Bjeisprosesses mn Aufwand vm Wirme und ein 
Gewinn von Arbeit 

Bei positiver, also indirekter Ümlanfung bleiben 
die Formeln (95) mit umgekehrten Vorseiehen der rechten 
Seiten bestehen; es wird i lemgemaß aus dem tieferen WSrme- 
reservoir die Wärmemenge entnommen und die erdfiere 
Menge dem höheren Beservoir zugeführt Die Vermeh- 
rung der WSimemenge beruht darauf, daß bei dem Fkoseß 
dem Gas ein Quantum Arbeit (ui)— — (13) sugefShrt wird. 



Digitized by Google 



158 Kapitel. Thermodynamik für ideale 6aae. 

öaBf in Wärme umgeeetet^ ihm bei der höheren Temperatnr 
^9 entzogen wird. 

Das Verhältnis der umgewandelten Arbeit m der aus 
der tieferen Quelle entnommenen Wannemenge 

(101) ^=.' 

stellt auch hier bezuglich der in Wärme umgewandelte!) 
Arbeit e'mc Art von Wirkungs<Tr;i(] dar: für denselben 
liefert Gleiclumg (97), die für die Absolutwerte auch jetzt 
noch giit^ den Ausdruck 

(102) vi= 

Hieraus folgt, da Ii ein Transport von Wärme aus dem 
tieferen zum höheren Reservoir mit Hilfe eines mit 
einem idealen Gase ausgeführten Kreisprozesses 
nur unter Aufwand von Arbeit möglich ist. vi und 
6omit der Arbdtsaufwand verschwindet nämlich nur dann, 
wenn d| = d^, also eine Tempenttoxdifferenz fib^aupt nidit 
vcchanden ist 

§ 74. Arbeits- und Eältemasclüiieii. 

Denkt man nch eine Maschine konstniieri^ welche mit 
Hflfe von zwei Wannereservoiren ein ideales Qas periodisch 
einen direkten Carnotschen Krebprozeß darcUaufen läßt» 
so wird dieselbe dau« i n l Wärme aus dem hohmn Reservoir 
entnehmen und zum Teil in Arbeit umsetzen^ zum Teil un- 
benutzbar an das tiefere Reservoir abgeben. Bei inversem 
Gang müfite ihr eine Arbeitsquelle verbunden werden, und 
unter deren Wirkung wurde die Maschine dauernd Wärme 
ans dem tieferen Reservoir entnehmen und an das höhere 
abgeben. Wir erhalten hierdiu'ch zwei Idcalfülle technisch 
wichtiger Maschinen; die erstere ist pinn Arbeitsmapchine von 
der Gattung der sogenannten Hcißluftma«ehinen, die 
letztere eine Kältemaschine von der Grattung der sogenannten 
Kaltluftniaschinen. 

Ein Eingehen auf die konstniktiven Einzelheiten der- 
artiger Mawchinen, auf die Quellen von Energie Verlusten 
und auf die Mittel^ dieselben nach Möglichkeit zu i^eduzieren. 
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ist naturgcmSB in dieser DarBteUune nicht mSglidi. Dodi 
wollen mr bei der tmgefaeuem Bedeutung des ProblemeB 
fQr die Teehmk hob mit der Theorie jener Maschinen so- 
weit besohiftigen^ daß ihr Gang und ihre Wirkungsweise 
verständlich wd» 

In Besug auf die Konstmktionsprinzipien ist ein für 
allemal hervoreoheben^ daß es unoberwincUiohe praktische 
Schwierigkeiten bietet^ ein Gas den gaiusen Kreisprosefi in 
demselben Baume wiiklioh aueführen su lassen, wie das 
nach Garnot in Giedanken mq^ibh ist Die Fordemngt 
daß die Gefilßwand abwechsehid ffir Warme durehUtesig und 
undurchlässig sein soll» ißt nicht zu realisieren. Demgemäß 
läßt die Techni]< lic verschiedenen Teile des Kreisprozesses 
sich in verschiedenen Baumen abspielen, womit zn- 
sammenhaogt, daß mdstens nicht das gesamte vorhandene 
Ghis arbeitet. 

Eine in Annaheruog den Garnotsohen Prozeß auf- 
führende Maschine ließe sich — wenngleich bezuglich anderer 
Umstände nicht vorteilhaft — hiemach etwa nach folgendem 
Schema konstruieren (Fig. 21). 

Es sind vier Arbeitscylinder Ä, B, C, D vorhanden^ 
A<S<C'^D, deren Stempel durch geeignete Gestfinge 
sämtlich mit derselben, das Schwungrad tragende Botations- 
achse verbunden sind. Ä und C haben adiathermane Wände, 
B und D wärmedurchlässige, und zwar ist B mit einem 
Flüssigkeitsbad von der Temperatur ^ mit einem solchen 
v<m der Temperatur umgeben. sei großer als i^^ und 
demgemäß sei (für den direkten Kreisprozeß) B als der 
Heizer, D als der Kühler bezeichnet. Äj B, C, D, A 
sind in der Reihenfolge der Buchstaben durch abschließbare 
Böhrenleituogen verbunden. 

Der Kreisprozeß würde sich dann folgendermaßen ab- 
spielen: 

Zwischen dem Stempel und dem Boden von A befindet 
sich ein Gasquantum von der Temperatur die Stempel 
in allen anderen Cylindern stehen am Boden, diese Cylinder 
enthalten kein Gras. Alle Verbindungen sind geschlossen. 
Diese Position ist in der Figur 21 durch den Buchstaben a 
bezeichnet, a — c bedeutet, daß eine Stellung von dem Zeit- 
punkt a bis zu e beibehalten wird* 
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Die YerbindiiDg AB wird geöffnet^ das Qbb bei gleioh- 
bleibendem Volumen und gleicher Temperatur nach 3 ge- 

Bohoben; Stellung a^ 

Die Verbindung AB wird geschlossen und das Gas 
in bei konstanter Temperatur #2 dilatierfc; Stellung h. 

Die VerbindoDg BC wird geöffnet und das Gas bei 
konstantem Volumen nach G geschoben; Stellung h\ 

Die Verbindung B C wird geschlossen und das Gras in C 
bis auf die Temperator #1 dilaliert; SteUnng 




Jc' 



D 



flg. 81. 

Die Verbindung CD wüd geöffnet und das Gas bei 

konstantem Volumen nach D geschoben; Sielluiig c\ 

Die Verbindunie^ CD wird geschlossen und das Gas bei 

konstanter Temperatur komprimiert; Stellung d. 

Die Verbindung DA wird geöffnet und das Gas bei 

koüstaiiti in Volumen nach A geschoben; Stellung d\ 

Die Verbindung DA wird geschlossen und das Gas 

adiabatisch bis auf die Temperatur komprimiert; Stellung a. 

Hiermit ist der Kieisproz* geschlossen, bei dem, wenn das 

Volumen der iiöhrenleitungeü neben dem der Arbeitscylinder 

vernaciiiassigt werden kann, das ganze Gas arbeitet. 
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Der Prozeß ist in letztereTii Falle genau der Carnot- 
sche^ da die ein^epchalteten Veränderungen aa', 66', cc', 
dd' das Gas ungoändcrt lassen und somit, weil von Reibung 
und ähnlichen Nebenwirkungen abgesehen wird, weder Arbeits- 
noch Wärmeautwand verlangen, üm auf das im Eingang 
Gesagte noch einmal zurückzukommen, so wird bei direkter 
Richtung des Cranges, wie sie vorstehend geschildert Lst, von 
dem Gas Wärme in S aufgenommen, zum Teil in Arbeit 
umgesetzt, zum Teil in D abgegeben. Bei inverser Richtung 
des Ganges, wo mit der Maschine eine Arbeitsmaschine 
verbunden sein muB, welche die nötige Arbeit liefert, wird 
in D sdiens des Gascb Wiime angenommen, in B th* 
gegeben* ffier mrkt also die Quelle niedrigerer Tem- 
pmtnr als Heizer, die höherer als Kühler. 

Audi wenn man die vorstehend beschriebene kompE- 
aerte Einriehtung anwenden wollte, worde der EreisproseB 
in WiiUiohkeit erfaeblioh von dem Carnotsdhen abweichen, 
da weder in den CyÜndem B und D die Tempeiatar des 
Gases streng konstant gehalten, noch in den (^lindem A 
und C jeder Wanneaustausch mit der Wand verhindert 
werden kann. Zu den hierdoroh (wie unten an aeigen) stets 
eintretenden Einbußen kommen die an verschiedenen Teilen 
dea Mechanismus durch Reibung bewirkten Energieverluste. 

Es ist für die Beurteilung der Arbeitsweise einer Ma- 
schine wichtig, diese zwei Arten von störenden Wirkungen 
gesondert zu beobnehtcn. Hierzu dient ein von J. Watt 
erfundenes kleines Instnunent, der Indikator, der den 
Verlauf des Druckes als Funktion des Volumens für jeden 
Arbeitscylinder selbsttätig aufzeichnet. Er besteht im 
wesentlichen aus einem sehr kleinen, meist mit demjenigen der 
Maschine kommunizierenden Arbeitscylinder, dessen Stempel 
von einer Feder niedergedruckt wird und sich dieser ent- 
gegen um so mehr hebt, je größer der augenblieklich in dem 
betreffenden Teil der Maschine herrschende Druck ist. Mit 
dem Stempel ist ein Schroihstift verbunden, der auf einem 
durch den Arbcitsstempel der Maschine bewegten Papier- 
blatt eine Kurve aufzeichnet, deren Abscissen mit den je- 
weiligen Volumina, deren Ordinaten mit den jeweiligen 
Dmeken proportional sind — natfiiÜdi geeignete Ordinaten- 
achsen vorausgesetat Nach 8. 110 gibt dann das unter der 
Kurve gelegene Flfichenstück Auiscfaluß über die sog. in- 

Voigt, WlnMUbM. II 
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dizierte Aiimt^ d. h. fiber diejenige^ welche der KreisproKefi 
leisten konnte^ wenn die Yerliute zweiter Art fehlten. 

Arbeitet das Gas nur in einem Baum, so ist das 
Diagramm des Indikators eine geschlossene Kurve, deren 
Flache unmittelbar die Arbeit eines Umlaofes darstellt. 
Die Anwendung des S. 151 beschriebenen Oarnot sehen 
Vrrfnlirens würde bei Berücksichtigung der nie ganz fehlenden 
Leitfähigkeit der Cylinderwandung und der Langsamkeit^ 
mit der das Gas die Temperatur des Heizers und KÜhkrs 
annimmt^ für das Indikatordiagramm eine dem Kurvenviereck 
abeda in Eig. 19^ eingeschriebene abgerundete Kurve liefern. 

§ 75. BeehBeiisehe Yerfolgnng eines Camatsehen 

Kreisprosesses. 

Wir wollen ziim Schluß dieses Abschnittes den diiekteii 
Carnotschen Prozeß rechnerisch verfolgen. Gegeben seien 
(was zwar der Praxis nicht gaoz entspricht, aber bequem ist) 
die Temperaturen 'ü^ und 7\, daneben Druck und Volumen 
Pa und Ffl im Ausg;antjRziistand a (wo iNlaxiiuuni, Va 

ein Minimiun iöt) und das Volumen Vb im Zustand b. 

Für die isothermische Dilatation [ah) gilt die Formel 

(103) i>.Fa=i>»n, 

aus der sich bestimmt Die adiabatische Dilatation 
folgt den Gleichungen 

(104) ^,vr'^^,vr'> 

JP* Pc 

aus denen sich Ve und pe berechnen. Für die isothermische 
Kompression (cd) gilt wiederum die Formel 

(105) PcVc-^PäV,, 

die aber für sich allein p^ und nicht bestimmt Dagegen 
ist für die adiabatische Kompression (da) 

Pa Pd 

und dies gestattet, Va und pd zu berechnen; Gleichung (105), 
die durch (104) und (lOß) auf (103) zurückfuhrbar ist, kann 
dabei ganz außer Betracht bleiben. 
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Beiläufig sei bemerkt, daß aus (104) und (106) folgt 

(107) F«F;=F»Frf, p^Pc^PbPd- 

Setzt maD 

(108) Vi - uVa, 

wo nun u voigesohrieben ist, so ergibt sich aus (108) 
bis (106) 

Ph ' Pc W Pd w 

if emer erhalt mau 

A^y Qa^^^fpdV p^Valnl^y), 

A,, Qu \piiy-- ^P^YM (^) , 

A,.^-jpdV p,Vif^ 

PäVä I 1 L 

und bei Benutzung der obigen Werte (109) auch 

Aab — — -Q«& = — Pa 1" 

(III) ßcd=4-i^«Fa |^ln(u), 



11* 
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Hieraus folgt schließlißh 

(112) - (^) - + m ^^Pa V, In (u) i 

womit nun alle interessierenden Größen in den gegebenen 
ausgedrückt sind. 

Nehmen wir^ um ein einfaches numerisches Beispiel 
durchzurechnen, 

(was also Temperaturbädem von 0^ und 136,5^ Celsius 
entspricht) und somit vo = i, ferner 

so erhalten wir zunächst 

jPj « 0,333. 1)«, - 0,081. p., prf - 0,242. ; 

der isothermischen Dilatation auf das di'eifache Volunji n 
und den dritten Teil des Druckes entspricht also eine a d i a - 
ba tische auf das (rund) achtfache Volumen und den 
zwölften Ted des Druckes. 

Es werden dann weiter, wenn wir in technischen Ein- 
heiten rechnen, die Arbeiten und Wärmemengen Ä' 
und iy pro Atmosphäre (»10000 kg pro m>) Anfangs- 
druck und pro Kubikmeter Anfangsvolumen 

— ^ = -f = 1 i OÜÜ kgm, Ä'ed =- — iJU = 7340 kgm, 

Ji. ^ » 9 150 kgm, 

— (.4)-^(i2) = 3660kgm. 

Um die Wärmemengen in kalorischem Maße auszu- 
drücken, hat man die obigen Zahlen mit 427 kgm m divi- 
dieren. £b würde so resultieren 

TT;»- 25,8 Kai, — IF^ - 17 Kai. 

Speziell für ein Anfangsvolumen von l/4()rii ', dem ein 
größtes beanspruchtes Volumen von t utkI 1/5 entsprechen 
würde, und iür einen Anfangsdruck von 4 Atmosphären, aus 
dem ein Druckminimum von 1/3 Atmosphäre folgen würde, 
eigeben sich die zehnten Teile der Zahlen und Ü' ffir 
die A und Ü selbst 
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Da eine Pferdestarke durch eine Leistung von 75 kgm 
pro Sek. definiert ist, so würde die Maschine theoretisch^ 
d.b. ohne Rücksicht auf Reibungsverluste und durch Leitung 
entzogene Wärme ca. 5 Pferdestarken liefern, wenn der Kreis- 
prozeß in einer Sekunde absolvif^rt wäre. Zu dieser verhält- 
nismäßig; p;eringen Leistung wüi'de ein Expansion.scy linder C 
von recht beträchtlichen Dimensionen erforderlich sein. 

Bei dem inversen Kreisprozeß gelten, wie schon Ö. 157 
bemerkt, alle Ausdrücke für die Anfwendiinö^en an Arbeit 
und Wärme mit entgcm iigesetzten Vorzeichen, wie bei dem 
direkten. So würde denn bei den zuletzt angenoranienen 
Dimensionen und Zeiten eine fünfpferdige Maschine zum 
Betrieb einer nach dem erörterten Prinzip konstruierten 
Kältemaschine (natürlich oime alle Rücksicht auf Reibung 
und Wärmeverlust) erforderlich sein. Durch dieselbe würde 
dem tieferen W ärmereservoir in der Sekimde 1,7 Kai., also 
in der Stunde 6100 Kai. entzogen werden. Da wii die 
Temperatur des tieferen B«servoiis auf 0® Celsius an- 
genommen haben, bo werden wir die Maachine sofort als 
Eismasehme anf&seen können, wenn wir das kältere 
Flüssigkeitsbad von Wasser gebüdet denken. Bechnen wir 
die Sdunelzwanne des ISaaes rond ^eidi 80, so ergibt die 
ob%e ZaM eine stöndliolie Eisprodnktion von 77 kg, oder 
von innd 15 kg pro Ffardestärke. 

Es mag bemerkt werden, daß bei einer solchen Ver- 
wendung der Maschine der in (101) definierte Wirkungs- 
grad v' = (ü)IQi mit nicbten ein Maß für die Zweckmäßig- 
keit der Konstruktion abgibt Denn / findet sich groS, 
wenn ein großer Arbeitsaufwand eine kleine Wäimeentsiehung 
aus dem tieferen Wärmereservoir bewirkt, und die Maschine 
wirkt vorteilhaft, wenn das Umgekehrte stattfindet Daher 
wird man bier ab Wirkungsgrad eher das resiproiLe Ver- 
hältnis 

zu betrachten haben. 



ä 
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V. Abschnitt 



AUgemeine Kreisprozesse für ideale Oase. 

§ 76. Der Oarnotsdie Krelspmei hat toe aUen den 

grSBten Wirlnragsgrail. 

Wir wonden uns nunmehr zu der Botrnrhtiing all— 
emeiiierer von idealon Gasen durchlaufener Kreisprozesse, 
ie indessen wieder mir Gleichgewicbtezupfände passieren, 
also in allen ihren Teilen umkehrbar sein sollen. Zunächst 
wollen wir ihnen noch die eine Beschränkung auterlegen, 
daß die den Prozeß in der T'^ -Ebene darstellende ge- 
schlossene Kurve an keiner Stelle nach innen eine Adiabate 
tangiere; bezüglich der Berührung von Isothermen führen 
wir keine Beschi-änkung ein. 

Wenn wir dann den Kurvenzii«^ (wie in Fii;. 22 dar- 
gestellt), durch die zwei Isotlienueu und die zwei Adiabaten 
einschließen, welche ihn von außen tangieren, und deren 
Pmuneter lesp. ^i,^^ und H^,lh seüi mögen, so zerfallt er 
durch die zwei Berahnuigspiinkte y mit den Adiabaten in 
zwei Zweige {aßy) und O^^a), von denen der eine dauernd 
van tieferen zu hdheren^ der andere dauernd von höheren 
zu tieferen Werten der Entropie fortschreitet Wegen 
äÜ^^dH ist hiernach (bei der yoraosgesetzten direkten 
Umlaufung des Knrvenzuges) äü anf (aßy) überall positiy> 
auf (yda) überall negativ; auf dem enteren Zweig wird also 
dem Gas danemd Wärme zngefüiui^ auf dem letztere dauernd 
entzogen. 

Wenden wir die Gleichung (43) 



(113) 




Digitized by 
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aof diesen KrdsproKeß an, so können wx dieselbe scbreiben 



(114) 



fäü_ fäÜ 



wobei die an «ks Integral gesets«^ Buchstaben die Inte- 
grationswege andeuten. 

1 




Flg. 2a. 
Nun ist 

aui [aßy) &<t%, 
auf (yda) ^>&i, 
es folgt also aus (114) 

oder, falls man das links stehende Integi*al, nämlich den 
absoluten Betrag der dem Gase überhaupt zugeführten 
Wärme, mit Q„y das Negative des reobts stehenden Inte- 
grals, nämlich den absoluten Betrag der dem G^ase überbanpt 
entzogenen Wärme, mit bezeicimet^ 



(Uö) 
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Diese Fondel enlapricht dnrdiatis (97)^ inaofem dort 
auch links die 2U|;efQhrto, rechts die entnommene Wärme 
steht; aber hier ist nur die höchste Temperatur, bei 
der WSrmeEnfahr^ die tiefste, bei det Waimeentsiehung 
stattfibdet^ wahrend dort alle Wärmexufuhr bei der Tempe- 
ratur ^^^^ Warmeentdehung bei vomnomnien wurae. 
Mit diesem Unterschied hangt zusammen, daß an Stelle des 
GleichheitBzeicfaens dort jetat das Zeidien < getreten ist 



Man kann das -erhaltene Resultat leicht von der ein- 
geiuhrten beschrankenden Voraussetaung befreien, daß die 
Kurve des KrdBproaesses innen von keiner Adiabate tangiert 
werdoi sdlte. Hat der Kurvenzug die in Fig. 23 darpes^te 
Form, wird er also in a, y, e, C von Adiabaten tangiert, so 



der Strecke (aßy) auch noch auf (sC) von kleineren au 
größeren iktropiewertcn, und auf (y^^) (Ca) von größerm 
an kleineren; es nimmt also auf den ersteren Wegen Warme 
auf und gibt auf den letsteren Warme ab. 




Fig. 23. 
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Man hat dano das Int^ral (113) in folgender Weise 
zu zerl^;en 

fäÜ fäQ fäü_fdQ 

J ^ ^ ~ J ^ 

(a/ffy) UO (yi«) (Co) 

"«ras, wie oben, führt zu 

Fafit man wieder alle zugefQhrte Wfirme in Q^^ alle (abeolat 
mSblte) entnommene in Q, zusammen» so gelangt man au 
der Fonnd 

Schreibt man dieselbe 

mid berocksichtigt^ daß Q„ — Q, mit (j)BQ^(Q) idenftisoh 
ist^ mid (Ü)/Q„ als das YerhSltnis der nmgesetsten au der 
gesamten au^nommenen Wärmemenge 8. 155 gleieb dem 
Wiikongsgrad v des Ejreisprozesses gesetat ist^ so eibalt man 

(116) ^<-^^^- 

Die Veigleiehung dieser Formel mit (99) ergibt 

(117) v<Vo 

und somit den Sata,''') daß unter allen zwischen den- 
selben Isothermen verlaufenden Kreisprozessen 
idealer Gase der GarnotBche den größten Wirkungs- 
grad besitzt. 

Man kann dies Resultat im Anschluß an die Bemerkung 
von S. 156 plausibel machen^ wenn man die von der Kui-ve 
des Kreisprozesses umschlossene Fläche durch eine Schar 
von Adiabaten in unendlich schmale Flächenstreiien zer- 
1^ und ihnen entsprechend den Kurvenzug derartig in 

*) 0. Neumaun, YorL über d. math. Theorie d. Wärme, Leipzig, 
S. 74. 
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eine aus Elementen von Isothernion und Adiabaten bestf heiule 
Zickzacklinie umwandelt, dnB jeder dieser Streifen von zwei 
Adiabaten und von zwei Isothermen begrenzt wird (Fig. 24). 
Dann ist die Wärmeaufnahme, die Wärmeabg^ibe und die 
Arbeitsleistung des Gases bei dem ui'spi'ünglichen Kreisprozeß 
dieselbe, als wenn das Gas nach einander (oder verschiedene 
gleiche Gasmengen gleichzeitig) alle jene elementaren Kreis- 
proeeflse ansföhreii würde. Emern beliebigen vaa den ktc* 
tereii m6ffen die Grenxtemperatnren ^„ und ^, xsnd eine 
Wäimeaimiahme äQ„ entqffecben, somifc ntxk (100) ein An^ 
teil an der gewonnenen Arbeit 

Wären alle Grenztemperaturen den 
extremen bei dem Prozeß voikom- 
menden gleich, d. h., wSre der 
Gesamtoroseß ein Carnot8€ber| 
80 würde an Stelle dieees Beizages 

treten, was wegen <^j^f, 
stets großer i8t> als der faktische 
Wert 

Bei dem beliebigen Kreis- 
prozeß werden also «war die zu- 
geffihrten Wärmemengen zum Teil 
fig- 2*. mit einem größeren Gewicht wirk- 

sam, aber der Tempei-aturfall ist 
dabei stets so verkleirn rt . daß das Resultat des Prozesses 
doch jederzeit ungünstiger wird. 

§ 77. Kreisprozesse zwischen zwei Paaren Ton 

Polytropen. 

Praktisch und theoretisch bedeutungsvolle Beispiele von 
n]]<j:emeineren Kreisprozessen idealer Gase sind solche, die 
zwischen zwei Polytropenpaaren verschiedener Ordnungszahlen 
m imd beide meist > 1, verlaufen.*) Indem wir die all- 

*) Zeuuer, 1. e. 
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gemeine ii'ormol (75') fm* die lanü:s des Abschnittes einer 
Polytrope au£zuweiideude Wärme wiederholt anwenden^ er- 
halten wir 



(118) 




Flg. W. 

Qbc = My„,(i»c — '&t), 
Qi,--My^(^a-^d), 

und somit 

(IIQ) (Ü) = - M) = M{yn - y„d {j^i— ^a + ^ä~ ^ch 
Ferner ergibt GleiGhnng (113) 

fd&_^ fd&. fäd. [dO ^ 

m (ih r«o (da) 



d. h. 
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woiausy da nach der Annahme yn^Ym ist» 

(120) h^d==^a^c 

folgt 

Da die Gleichongen der Polytropen liefern 

Pöv;:^p.v:, PiVj^p^v:, 

und da iiierauä folgt 
xesp. 

a k 

p; PI 

so gilt neben (120) auch 

(121) T^Vi^V^Vc, PhPi^PaPc 

Eliminiert man mit Hille von (120) ^« aus (119), so 
eigibt sich 

(122) (ä) (4) = Jtf(y._yj(All^*i=*^. 

Denkt man '^i und Od vorgeschrieben und verfügbar, so 
nimmt (Q) seinen gröiiten Wert an für 

(123) ^l^i>,dd> 

d.h. nach (120) für <?a=<^c, während >h^^a- 

Bei vorgeschriebenen Grenztemperaturen i^j und 
ist also die in Arbeit umgesetzte Wärme ein 

Maximum, wenn ßa und i^c beide dem geometrischen 

Mittel aus und &a gleich sind. 
Hier wird dann 

(124) (ß) (Ä)^ M(y„ - yj) {iW, - W,) K 

Bisher ist übt r die Ordnungszahlen n und m der Poly- 
ü'open, bezüglich über das Vorzeiclien der spoziUschen Wärmen 
y„ und /,„ noch keine Festsetzung getroffen. Jetzt wollen 
yrir annehmen, daß i>i>i^d und yH> 0, y«<0 ist. Dann 
sind die längs (a&) und (c<i) dem Gase zugeführten Wärmen 
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positiv ; die früher mit Q^, bezeichnete gesamte von iHi» auf- 
genommeDC Wärme wird 

Q,, ^ü^-hOu^M (r^ — + rm (de — ^) ) 

und wegen der allgemeinen Beziehung (120) auch 

(125) Ü„^~{ynM^-^.) + rmM^^-^^)' 

Für den Wirkungsgrad v^(Ü)IÜ„ folgt hieraos 

^106^ « {yn-Ym)(^, — '»a){»a-'&ä) 

Ist i&i^^i^e, wie oben eingeführt^ so eipbt sich 

diese Formel enthält die Wurzeln aus den extremen Tem- 
peraturen in derselben Verbindung, wie der Ausdruck (99) 
für den WiikiiM^se^rad Vp, des Carnot scheu Prozesses diese 
Temperaturen selbst. Vergleicht man den hier betrachteten 
Prozeß mit einem Car not sehen zwischen denselben extremen 
Temperaturen, so ergibt sich das Verhältnis 

(128) 

§78. Kreisprozeß zwischen zwei Adiabaten und zwei 

JUobaren. 

Um für die vorstehenden allgemeinen Entwickelungen 
ein spezielles Beispiel zu geben, behandeln wir zunächst 
einen Kreisprozeß, der zwischen zwei Adiabaten und sw^ 
Xsobaran ▼eninffc. Erstm und Polytropen mit der Ordnnngpi- 
saU mmmx, letztere solche mit der Chdnimgszahl »«»O. 
Dementsprediend ist in den Ansdrfieken des vorigen Ab- 
sdmittes zu setasen 

ym=-0, yn^yp- 

Ein solcher Kreisprozeß wird in Annähenmg von dem Gas 
in der ältesten überhaupt zur Ausführung gelangten Heiß- 
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luftmaschine von Ericsson'*')^ die in vieler Hinsicht typisch 
isi^ durchlaufen (Fig. 26). 

Sic enthält zwei Arbeitscylinder J und C von vor- 
SchiedriK^r Größe, wahrend Heizer 7> nml Küliler D nur 
zwischen den Cylindern eingeschaltete liöhrensysteme in 
Flüssigkeitsbädciii darstellen; das Volumen dieser Systeme 
ist so groß gegen das der Cylinder, daß der in ihnen herr- 
schende Druck sich nicht merklich ändert, wenn einer der 
Cylinder daraus gefüilL oder darein entleei*t "svird. Der in 
IS herrschende Druck sei ^j, (entsprechend der Temperatur i^j), 
der in D herrschende sei (entsprechend 1^1). 



3 




1%. t6. 



Was das Spiel dieser Maschine angeht, so benntsen 
wir die analoge Darstellung wie auf S. 160 und ziehen außer^ 
dem die Darstellmig des Kreisprozesses in der Vp- und 
der Ed-Woeae heran. 

Wir gehen aus von der Anfiuigsposition der beiden 
Stempel, die mit a beseichnet ist, und bei der sich in A 
ein gewisses Quantum Gras unter dem Druck p2 des Heizers 
und der von #3 abweichenden Temperatur befindet. Die 
Verbindung ABC werde geöffnet, das Gas, durch Vor^ 
schieben des Stempels bis an die rechte Grenze b aus dem 
Cylinder A verdrängt und nun in dem Heizer auf die 
Temperatur gebracht Zugleich werde ein gleiches Gas- 

*) Zeauer, 1. c. Bd. 1, S. 358. 
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quantom von dem Stempel in C bei Beiner Bew^;ui% in die 
Position h angesogen. 

Diesem in 27 daroih die Isobare {ah) dargestellten 
Prozefi entsprioiht ein Aufwand 

(129) = - M{y, - y.) — i^aö = My^ ~ i^a) • 

Nun werde die Yerbindong ABC unterbrochen und 
durch die Bew^;ung des Stempels in ö nach e das Qm 
adiabatisch auf am Druck pi diktiert; dem entspricht 



(130) 





Flg. 17. 

Weiter werde die Verbindung CDA gefiffnet, das Gas unter 
isobarischer Abkülilung nach A zurückgebracht^ wobei die 
beiden Stempel in die Stellungen d gehen; hierfür gilt 

(131) A^a^M{yp — Yv)(A—'»i), Qcä= — Myp(^c-^i)^ 

Endlich werde nach Abschluß von CDA das Gas in A adia- 
batisch auf^ komprimiert, wobei der Stempel auf a geht^ 
und der Ausgangszustand endebt ist; wir haben hier 

(132) A,a==MY,{aa—d,), 

Dabei ist nach (120) stets 

Bei den festgcstellt^^n extremen Temperaturen »9j , ist 
nach S. 172 die umgesetzte Wärmemenge ein Maximmn^ wenn 



Digrtized by Google 



176 Kapitel TtwnnodjDaaiiik üb idMle OtM. 

ist; wir wollen dies annehmen. Dann stellt Fig. 28 die 
Gestalt des KurveDzuges dar. 

Als gegeben wollen wir, außer den Extremtemperaturen 
^1 und 1^^. die Anfangs werte Pm'^P% und F« ansehen. 



* 




Fl». M. 



Die Gleichungen der Adiabaten (ad)^ (de) ond der Isobaren 
(ab), (de) liefern hier 

Nimmt man buusn, daß wegen Bwmy^ — y^ 

jf,, — 

ist, so resultiert ans (129) Ins (132) 
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^ W ' " — (x-i)i^ ' 

,183) --i' * ''^ 



For die ganze in Arbeit umgesetzte Wärme ei^ibt dch 
hieraus 

(134) 

{x — 1) yi^ii^j, 

Benutzen mr die Zablwerte von S. 164, setzen namliob 
^i=«273, — i^i, also V jetzt nach fl27) gleich 0,183, 
femer x»l,40, so finden wjp^ nahe gleich 2^)^, und die 
in technischen Emheiten gerechneten Aufwendungen von 
Warme und Arbeit pro Atmosphäre Anfangsdruck und pro 
Kubikmeter Aniangsvolumen in runden Zahlen folgendermaßen: 

Aar — — 2240 kgiii, Q'ah = + 840 kgm, 
Aic = — 5G0O kgm, Ql^ = 0, 
AU = + 1830 kgin, Ü'cd = — ö410 kgm, 
A'aa = 4- ^•'>yO kgm, Ü'ja ^ 0. 

(Q)^ — (A)=U30 kgm; 

bei EinflQhrung kalorischer Emheiten wird 

Wab = 18,4 Kai., Wcd^- - 15 Kai 

Der Unterechicd der meisten dieser Zahlen von den mit 
dem Carnotschen Prozeß zwischen den gleichen Temperaturen 
erhaltenen ist ganz außerordentlich; die umstehende Fig, 29 
veranschaulicht, wie sich die beiden Kurvenzüge zueinander 
verhalten, insbesondere auch, wie die \T.el größeren Druck- 
differenzen bei dem früheren (Carnotschen) Prozeß (t^he^ da^ 
zu Stande kommen. 

Es ist schon S. 165 bemerkt, daß das Analogen = 
(ü)IOi (wo hier mit — Qcd id^tisch ist) zum Wirkungs- 

Tolgt, Winnatolir». 12 
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giad des direkteu Prozesses v = {ü) jQ^ keineswegs die Güte 
der Maschine bezeichnet, wenn es sich um Kälteproduktion 
handelt. Die jetzt betrachtete Anordnung liefert in der 
Tat bei inversem Gange nahezu 90 ^/o der Wärmeentziebuiig 



P 
k 




'^V 

des in\erseu CarnutscLen Pruzcüscs bei mir 40 ^/q der 
aufgewandk^u Arbeit; sie wirkt sonach günstiger, als 
die für den direkten Grang vorteilhafteste Carnotsche 
Anordnung. 

§79. Kreisprozeß zwischen zwei Isothermen und zwei 

Polytropen. 

Abschließend mag noch kurz der Kreisprozeß be- 
trachtet werden^ der ans dem Garn ot sehen entsteht^ 
wenn man nicht die Isothermen^ sondern die Adiabaten 
desselben mit Polytropen von der Ordnungszahl n ver- 
tauscht^ und z^r wollen wir bei der Diskussion n> 1 an- 
nehmen. 

Nach den Formeln (75), (77) und (80) erhalten wir 
hier sogleich, da (ah) und {cä) Isothermen, (bc) und (da) 
Polytropen sind, 
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Dabei ist ^,F:"* = ^iFJ"S Fi-'-^jF?"', ako 
F.Fa=FtFrf. Will man die extremen Yolmuina F«, F« 
einüQuren, so ist biemach 

(136) n/ F. - (Fe/ F.) • (^,/^,)^'<- 
Ferner ist auch 

f« jPtf JP» Pt 

also ==^,,p„ und es wird bei Einführung der extremen 
Drucke ^d j?© 

(137) A/ä- (|>i/p*) • (^i/d,)"«^-«. 
Endlich gilt uach (76) 

Ist X > n> 1^ also < 0^ so findet längs (a&) und längs 
(&c) Winneaafualmie statt; es wird in früherer Beseichnung 
Q^^Q^^-\'Q^fi\ ißUlt M anfierhalb dieser Grenzen, so li^ 
dsB Warmeauinahme auf (ila) und (a&), es ist Q„ » i2tfa+ ft»« 
Der ganze Umsats ist 

(188) (ö) = - (^) - J^O-, - J-.) - In (^) . 

Der Wirkungsgrad v läßt sich hieraus sogleich angeben. 
Auf Anordnungen, welche derartige Kreisprozesse realisieren, 
kann hier nicht eingegangen werden. 

12* 
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§ 80. 4ber die Kleinheit des Wirkungsgrades der 
nntersnehten Ereisprozesse. 

Aus den oben behandelten Beispielen ^eht hervor, daß 
die Ausnutzung der dem bijheren Wäimereservoii' eiitnoni- 
nieoen AVärmemengen bei den Kraftmaschinen, ^nlIcIio den 
direkten Kreisprozeß eines idealen Gases benutzen, iii)e!;iiis 
iinvollkuiiiiiiCQ ist, und daß je nach den Umständt'u oO bis 
80®/o unerenutzt an das tiefere Reservoii* abgegeben worden. 
Dazu koiumen in Praxis noch die Verluste durch Reibung 
und "W'änneleitung, so daß der schlicßliclie Gewinn ein Achtel 
des Aufwandes oft nicht erreicht. Ähnliche Zahlen ergeben 
sich auch bei den Dampfmaschinen. Es scheint hieraus 
«in prinzipieller Nachteil der themodjnamischexi Arbeits- 
ufittflfthinft anderen, inebesonders Wasserkraftmascbmen gegen- 
über zu folgen, bei denen unter günstigen Umstinden Bdbst 
80 and mehr Prozent der verfügbaren Arbeit gewonnen 
werden. 

Indessen ist mit Recht darauf au&nerksam gemacht 
worden*), daß hier eine Verschiedenheit der Berechnung 

der verfügbaren Arbeit resp. des Wirkungsgrades vorliegt 
Wenn bei einer Wasserkraft neben der pro Älinute 
verfügbaren Wassermenge die lokal gegebene Fallhöhe in 
Bechnung gesetzt wird, so entspricht dies allerdings in ge- 
wisser Hinsicht der verfügbaren Wärmemenge und dem 
gegebenen Tempemturfall in der Thermodynamik. Man 
kann den Fall in beiden Anordnungen vertiefen und da- 
durch die verfügbare Arbeit vei^oßcrn, — das eine Mal, 
indem man das untere Flußbett tiefer legt, das andere Mal, 
indem man die Temperatur des initeren Resf^ivoii's herab- 
drückt. Beides findet eine natürliche Grenze: der imtere 
Wasserspiegel läßt sich nicht unter Meeresniveau, die untere 
Temperatur nicht unter den absoluten Nullpunkt bruigcn. 
In den Grenzfallen des Meeresmveaus und des absoluten 
Nullpunktes ist je das Maxinuun verfügbarer Arbeit geboten, 
aber es ist ni(;mals rentabel, diesen Grenzfail za erreichen. 

Bezeichnet man nun mit h.y die Höhe des oberen, mit 
hl die des unteren Wasserspiegels über dem Meeresniveau^ 
Fo stellt 

*; Zeuuer 1. c: Bd. 1, S. 286. 
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§ 80. Über die £leinlioit des Wirkungsgrades etc. 181 



daß Yerhältiiis der im wirklichen Falle zur Ycrwendung 
kommenden Arbeit zu der im Idealfalle verfügbaren dar. 
£s ist klar, daß eben dieses Verhältnis durchaoB dem beim 
Oarnotscheu Prozeß stattfindenden Wirkungsgrad 

0, - 



^0 



^2 



parallel geht. Der absolute ^yert von vq ist hiernach ein Maß 
für die Zwpckmäßia-keit des Ca rnot sehen Prozesses nur 
in demselben Suiiie, -wie v,o für eine Wasserkraftinaschine, 
d. h. nicht in boziiQ^ auf irgend eine andere Frage, als 
auf den Einfluii der Höhen der beiden Niveaus. Sind diese 
vorgeschrieben, so wird man eine Maschine mit dem 
Wiikungsgrad vq als relativ voll kommen betrachten und 
lüi eine Maschine mit anderem Wirkungsgrad v bei gleichen 
Temperaimgreiizen das Verhältnis v'vq alts ]MaB der Zweck- 
mäßigkeit des benutzten Prozesses iuisehen düii'en. 



s 
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VI. Abschnitt 

Anwenclangen der für Gaae erhaltenen 
Resultate auf kosmische Vorgänge. 



§ 81. Das indifferente Oleichg^ewiclit in der £rd- 

atmospMre. 

Das Gesotz, nach dem sich innerhalb der Atmosphäre 
beim Aufsteigen von der Erdoberfläche aus Tempemtiir und 
Druck ändern, ist unzweifelhaft lokal stark wechselnd. Med 
kann aber dio Fra<^e nach dem mittleren Zustiinde stellen, 
und eine fsokhe läßt sich mit einiger Wahrsclieiulichkeit 
beantworten, wenn man in Betracht zieht, dal;5 die l£i*dober- 
Hiielie dnrch die Sonnenstrahlen stärker erhitzt wird, als die 
darüber liegenden Luftschichten, und daJi rnfolge hiervon 
vielfaclie Strömungen entstehen müssen, "welche die durch 
Kontakt erwärmten und hicrdui'ch leichter gewordenen tiefsten 
Schichten in die Höhe tragen. Denkt man diese Strömungen 
in einer derartigi n Starke andauernd, daß sie den Zustand 
der Atmoepliäre im wesentlichen bestimmen, so erkennt 
mm, daB ihr schließlicher Erfolg sein wird, diejenige 
Verteflung von Druck und Temperatur zu bewirken^ welche 
dem Gesets der Adiabate entspricht*) In der Tat, teder 
aufsteigende Luftstrom wird bei diesem Zustande sich^ an 
leder meUe von selbst mit der Umgebung im Oleichgewicht 
befinden, also keine Veranlassung zu einer Änderung geben> 
w&hrend er im anderen Falle einen Einfluß in der Kichtung 
nach diesem definitiven Zustand hin üben wird. Dabei ist 

•) "Wohl auf W. Thomson zuriick<,u^h(jLid ; besonders verwertet 
▼on A. Ii Itter iu zahlreicheu Abbandiuugöu iu Wied. Adu. Bd. 5 bis 
16, Moerding« «bar mehrfach aagefoehten. 
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§ 81. Das indifferente Gleichgewicht in der Erdatmosphäre. 183 

natürlich immer angenommen, dafi die Luftbewegiingen nut 
solcher Langsamkeit stattfinden, daß ihre Geschwindigkeit 
keine merkliche Einwiiknng auf den Druck übt; es kann 
dabei aber die GeBchwindigkeit schon beträchtlich sein. 

Den vorstehend charakterisierten Zustand nennt man 
denjenigen des konvektivcn oder des indifferenten 
Gleichgewichtes in der Atmosphäre; der erste Name weist 
darauf hin, daß zwar Druck und Temperatur an jeder Stelle 
konstant sind, daß aber immer neue Gasteilchen an dieselbe 
ffeWen; der zweite erinnert daran, daß die Strömungen 
das Gleichgewicht nicht stören, sondern umgekehrt fördern. 

Um dioscn ZiiPtaTid flor Atmosphäre zu iintorsnchen, 
stellen wii* die BediTiL;iiti<r den Gleichgewiehtes für ein von 
einer vertikalen Cyliiidcrllüche und zwei horizontalen Ebenen 
begrenztes Volumenolement von der Lnnfre dr im Abstand r 
vom Erdzentrum auf'. Horizontale l^jäfte komnien, wenn 
der Zustand in horizontalen Ebenen konstaut ist, uieht in 
Betracht. Für die vertiknien liefert die Formel (50) bei 
verschwindender Besohlem ligung die Gleichgewichtsbedin- 
gung, daß die auf das Volumen I^ins bezogene (körperliche) 
Kraft [Siq) der Andenmg des Druckes {dpjds) gleich sein 
muß, wobei .s mit r zu vertauschen ist. 

Nim wirkt hier von körperlichen Kräften die Attraktion 
der Erde, d h. die gegen den Wert an der Erdoberflache 
(r » R,) im Verhältnis (Bejr)^ verminderte Schwere; wir haben 
sonach also^ wenn q die Gasdichte bezeichnet» 

(139) ^, 

oder, da ijQ^v, d. h. gleich dem spezifischen Yolmnen ist, 

(140) i^f-L.-,äp. 

Femer gilt wegen pv^B^ allgemein 

pdv -f vd^* = Bd& 

oder 

vdp=^ Bd^ -{-äa, 

unter da die der Massencinhcit zugeführte Arbeit verstanden. 
Längs einer Adiabatf ii ist aHer nach der Ükiergiegleichung 
äa'^de^Ypdi^, also wird wegen B=^yp — y. 
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184 Kapitel. Thermodynamik für ideale Gase. 

Formel (140) liefert daher 

(141) y,d^, 

oder nach Integration von der Erdoberfläche (r ^ lig), wo 
^eai^^y p^p^ sein mag^ bifi in beliebige Höhe (r»>r) 

(U2) = 

Hiermit ist die Temperatur nls Funktion dos Abstandes r 
bestimmt; das Gesetz des Dimkes und des spezitischen 
Volumens folgt daraus bei Bemcksichtigung der für die 
Adiabate geltenden Beziehungen 

(143) ^lp*'-^^'»Vpr\ ^t;'*~'-^o«'o*"'. 

Die Formel (142) c:estattct, wenn die (mittlere) Tem- 
peratur an der Erdoberfläche bekannt ist, die Höhe der 
Atmosphäre zu bestimmen, welche dem indüfferenten Gleich- 
gewicht entsprechen würde; denn verschwindendem t> ent- 
spricht nach (143) verscLv indender Druck und verschwin- 
dende Dichte. Nimuii uiun für Luft ^ 0,238 • tT, wobei 
J'*=4,2»10^, und betrachtet als mittlere Temperatur an der 
Erdoberfläche i?o = 273, so erhält man eine Höhe der Erd- 
atmosphSre von nmd 28 Küometem. Eine analoge Rech- 
nung läßt sich ffir beliebige Weltkdrper durcbfOhmu 

Setzt man r^B + h, wo h die Erhebung über der 
Eidoberfläche bezeichnet, so findet sieh auB (142) 

die Temperatur nimmt also in der Nähe der Erdoberflache 
nahezu linear mit der Höhe ab. Der Ab&üll von 1® entspricht 
einem Anstieg von rund 100 m. 

Beiläufig mag bemerkt werden^ dafi, wenn man obige 
Foimehi in technischen Einheiten berechnen will und also 
yf^Cp'Ji setzt, unter Jt nach S. 85 den Wert 427 kgm 
verstanden, dann links der Faktor .7 zu beseitigen ist, weil 
für Kräfte der Übergang zu technischen Einheiten die 
Division mit g verlangt, wie dies S. 53 ausgeführt ist. 
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§ 82. Die BifferentialglBiehDiig für eine Gsdcngel. 185 

§ S2. Die Dlitereutialg:leichimg für eine im iiiditferenteu 
Gleiehgewieht befindliclie graTitierende GaskageL 

Die vorstehende Berechnung wird unrichtig, sowie die 
körperliche Krafl nicht allein von dem festen Weltkörper 
herrfihrt, sondern auch seine Atmosphäre wegen der in 
ihr vereinigten groBen Masse sich an der Gravitation in 
merklicher Starke beteiligt. Wir wollen nur den Grenzfall 
etwas näher untersuchen, wo die gesamte in konzentrischen 
Kugelflädien homogene Masse des Weltkdrpers gasförmig 
ist, weil sich hier besonders interessante Fragen imd Resul- 
tate bi^iai.*) 

Dabei benutzen wir wieder den Satz aus der Lehre 
von der Attraktion nach dem Newton sehen Gesetz, dafi 
eine homogene Kugelschioht auf innere Punkte gar nicht, auf 
äußere wie eine gleiche, im Kugelzentrum vereinigte 
Masse wii'kt. Nach demselben ist also die auf ein Volumen- 
elemciit der Gaskugel im Zeutralabstand r ausgeübte körper- 
liche Kraft gleich der Gravitation eines im Zentrum befind- 

liehen Massenpunktes, in dem die Masse J/,. = 4ji/o r;(/r, 

0 

der ganzen Kugel vom Radius r vereinigt ist, und unsere 
Gleichung (1S9) ist zu vertauschen mit 

(144) *^«ifi^/l r^dr ^^^t^ 

0 

unter Je die Gravitationskonstante, unter q wieder die Dichte 

verstanden. 

Die Division durch gjr^ und die Differentiation nach r 
liefert hieraus 

„«, 4,.. — ,4g*). 

Nun kann man die Gleichung der Adiabaten wegen 
v^ljg schreiben 

(146) pIq''=Po!qo, 

wobei sieh Pq und Oq jetzt auf das Kugelzentrum beziehen 
mögen; daraus folgt dann 

*) Ritter, Wied. Ann. Bd. 6, S. 135, 1878. 
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136 ^ Kapitel. Thermodjn&mik fOr ideale Gase. 

und Formel (145) liefert zur Bestimmung von q 

4»*Dr*-«— r 1 — • 

^ }c — lQ;idr\ dr I 

Aus (146) folgt aber för die Adiabate ferner 

(147) 

wir erhalten deshalb auch 

H^V qI dr\ dr/' 

wobei noch jPo/eo = ^^o ist. Nach einer einfachen Um- 
formung ergibt sieh so zur Bestimmung von 

Setzt man kurz 

(148) i^>c-lj^^jj -^ = ß 

und fuhrt als neue Variable ein 

(149) Ur^x, ^1^0^ ff, 
so gibt dies 

(150) ^+:cpf-0, 

also eine Gleichung, die von spezifischen Xonstanten nur 
noch ß enthalt 

Wegen des stets positiven x und y sieht man ohne 
weiteres, daß die Kurve, welche xy als Funktion von x dar- 
stellt, stets nach, der negativen Seite der Ordinatenachse 
konkav ist. Femer erkennt man, daß sie für x^O und 
für ein gewisses x = 'x (d. h. fiir die nach § 81 un- 
zweifelhaft im Endlichen liegende äußere Grenze der Kugel) 
die Abszisseuaohse treffen muß; denn für a;«0 ist ^ nach 
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88. Angenäherte Integration der DiiFerentiElgleioinmg. 187 



seiner Definition gleich Eins und fOr x^x ißt y='0, also 
in beiden Fällen 

Man kann sich eine no( h u ni^^iueie Vorstellung von dem 
Verlauf der Funktion xij bilden, wenn man beachtet, daß ß 
in der Wirklichkeit keine große Zahl ist, etwa zwischen 1,5 
und 3 liegt, und daß die Gleichung (150) für ß=^l, d. h. 
die Formel 

bei den Nebenbedingungen, daß für a?=0 gleiob Eins 
sein und inr x^x yerscfawinden boU, das Integral hat 



X . /7tx\ 
— — sin _ L 
71 \x J 



Ein ähnliches Gesetz muß also audi das Int^cal der 
GleiohuDg (150) befolgen und wird durch eine Kurve dar- 
gestellt sein, die, f&tx»^Q mit einer endlichen Ordinate y^^l 
nnd horizontaler Tangente b^mnend> erst langsam, dann 
schneller herabsinkt und för ein endliches x^x^vd Abszissen- 
achse schneidet 



§ 83. Aiii^enUherte Iiite^ation der Differentialgleichung. 

Die Gleichung (150) läßt sich streng nicht behandeln, 
aber man kann durch verschiedene Annäherangsverfahren 
eine Vorstellung über den Verlauf von y gewinnen. Einer- 
seits kann man in kleinen Intervallen X)^ KXh-\-\ die 
Funktion y gemäß dem Taylorschen Satz nach Potenzen 
von X — Xk entwickeln und diese F.ntwickhuigen an einander 
anschließen. ^Indercrseits kann mau, wie wii* tun wollen, ein 
Verfahren benutzen, welches daran anknüpft, daß, wie die 
obige Überlegung zeigt, y nicht gar zu schnell mit x variirt. 

Man kann demgemäß die X-Achse in gleiche (oder 
abneiimende) btücke teilen imd für jedes von ihnen einen 
mittleren Wert yu von y derail als Konstante beibehalten, 
daß, wenn yi^^ = ^\ gesetzt wuxl, fiir das Intervall Ak von 
bis Xh^\ die Gleichung (150) geschrieben wird 



(151) 
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Dann ist für dieses Intervall das Integral 

(152) xyk « a» am (ff A + 6»), 

worin hk Konstanten bezeichnen, die sich durch den 
AnadiluB an das Intervall (A+l) bestimmen; letzterer fordert, 
daß in der Grrensse x^xk^x sein moB: 

(153) (xy)fc — (a?Sf)*+i nnd ^ — ^ 

Es muß hiernach gelten, wenn wir das Ai^goment der 
trigonometrischen Fonktionen 

(154) ?A^-l-6/, = ^A 

setzen und den Wert von 1/, an der oberen Grenze {x^Xn^i) 
seines Intervalles Ah durch den Index ^, den an der unteren 
(X'^Xk) durch ^ andeuten, 

(155) Uk sin = öÄ+i sin $ 

«* 2h cos il «AA+iffA+l COS ^A+i, 

wobei 

Ii + (i»A+i — «*) fffc . 

Hieraus folgen zur Bestimmung von und 1 die Fonneln 

(156) ^ igd-ted+u aj(Mn'{i+(^^j'eos»ä) = <Ä+,. 

Den mittleren Wert von xy im nächsten Intervall (/^ + 1) 
können wir (gleiche Intervalle XhJ^t — ^a»»^ vorausgesetzt) 
in Annäherung fSr das Argument x^Xk^i-{-^A, d. h. für 

(157) 1*4-1= ^Ü+i^ffA 

stattfindend denken; dann wird nach der Definition von 

= gelten 

Für das erste Intei-vall x\= 0 <a;<a:2 ist aullcnlem = 
(di^ldx)l = 0, also ai = l, ^i = 0, 21 = 1 und demgemäß 

xffi = sin ^. 



Digitized by 



§ 8d. AngwiilieTte Integration der Bifferentlalgleiohiing. 189 

Hier, wo os sicli um roho Annäherungen handelt, können 
wir in Rücksicht darauf, daß für die dem Idealzustand nahen 
Gase « zwn sehen 4 / und 5/3 liegt, x^^ljö also ^ = 2 setzeuy 
wodurcli i^'ormel (158) aicn in 

(159) 2 ; = 

verwandelt. 

Eine angenalierte Becbnungi bei der die Intervalle von x 
gleich OJb gewählt wurden, hat folgendes Wertsvstem er- 
geben, in dem die pk Bich auf die Grenzen der Intervalle 
beziehen. 



x = 0 
















= 1,000 


0 <a;<0,ö 


<h 


= 1,00, 




= 0,495, 


üi 


= 0,990, 




- 0,955 


0^<a?<l 


<h 


-1,03, 




-0,483, 


9< 


- 0,949, 




-0,845 


1 < :r < 1,5 




-1,07, 


^3 


= 1,343, 




= 0,862, 


Ih 


- 0,696 


l,b<x<2 


«4 


- 1,08, 




- 1,690, 




-0,755, 




« 0,536 


2 <a?<2^ 




= 1,08, 




«2,034, 


$5 


= 0,651, 


Vt 


-0,387 


2,5 <x<3 




= 1,13, 




= 2,38, 




=^ 0,543, 




= 0,260 


3 <x<dfi 




- 1,31, 




«2,71, 




- 0,425, 




— 0,155 


Bfi<x<A 




= 1,60, 




-2,99, 


^8 


= 0,290, 


Vi 


-0,062 


4 <a;<4,5 




= 2,30, 




= 3,14, 


2ö 


- 0,140, 


i/9 


-0. 



Für den letzten Abschnitt ist die obige Annäherung 
etwas bedenklich, da auf ihm y prozentual schnell abnimmt. 
Man benutzt hier besser, daÜ bei sehr kleinen y die 

GldohuDg (150) sich auf =° 0 redoziert, also 

xy^^a — hx 

gesetzt werden kann, wo nun die beiden Konstanten sich 
durch den Anschluß au das Bereich (8) bestimmen. Dort ist 
an der Grenze 

(a?y^-atsinrf, (^^^)^=-«»ff» coarf; 

hier folgt 

dx 
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DanuiB ergibt sieh sogleich 

a = 2,08, 5-0,458, 

was ffheLX = 4,53 verschwinden läßt; der Unterschied g^en 
den obigen Wcart x = 4,5 ist also nur unbedeutend. 

Eine Potenzentwickelung für y, wie sie S. 187 erwähnt 
ist, fuhrt zu Resultaten, die mit den obigen befriedigend 
übereinstinunen« 



§ 84. FoIgemiigeD Ittr Biehte» Uraek» Tempeifttur im 

Innern der Kugel. 

Das Argument der vorstehenden Zusammenstellungen 
ist x = ITr, wobei 77 aus (148) folgt. In unserem Falle 
(jc ^ 1^5) reduziert sich diese Formel auf 



(160) n* - 



0 



oder, wenn man nach S. 97 den Wert der Giavitations- 
koustante 

einffihri^ (unter die Erddichte verstanden) 

(161) n'^9Q\jit.Q.p,. 

Drückt man noch |^ durch die Höhe der entsprechenden 
Quecksilbersäule von der Dichte aus, setst also j»« ^ 
so inrd 

(162) n*^gl/g.Q,RX; 

II stellt sich hierdurch deutlieh als eine reziproke Länge 
dar, wie das nach den Dimeusionsverhältuissen in (149) und 
(150) auch stattfinden mußte. 

Der Wert y — 0 entspricht versch^vindendem ^, das 
zugehörige x^x bestimmt sonach den Kadius r = B der 
Gaskugel durch die Beziehung 

(163) E^xjn. 

Die Masse M der ganzen Gaskugel ist durch 



Digitized by 



§ 84. Folgenmgea für Dichte, Braek, Temperatur eto. 191 

gegeben. Dabei ist q aus (147) durch 'O ausdrückbai-; es 
ist nSmlich 



somit auch 



0 0 



oder, d. (160) — ^(-'g) 



(164) 



Nim ist aber d(xy)ldx ebenso, wie ein für alle Male 
angebbar; demgenäjB liefert die Kombination der Formeln 
(163), (164) und (161) das sehr bemerkenswerte Resultat^ 
daß sich ans der Masse und dem Radius einer Gas- 
kugel, die sich im indifferenten Gleichgewicht be- 
findet, sowohl als 17, damit aber auch zugleich 
p^^ und die Verteilung von p, q, ^ in der gansen 
Kugel bestimmen lassen. 

In der Tat folgt ans dem Wert (161) für W bei ge- 

g ebenem sogleich Pq, und die Formel Pq'^B^qQq liefert 
ei f&r das Gas gegebimem B auch ^q. 

In unserem Falle (h ^ l,b) ist x oben m 4,53 bestimmt; 
x^äyjdx läßt sich fOr » ^ daraus berechnen, daß in dem 
leieten Intervall xy^^a — hx war. Denn ffir ist 

dx dx 

und da 6 » 0,458 gefunden war, so eigibt sich x^ dyjdx 2,07. 
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Hieraiis folgt gemäß den Foimeln (160) bis (164) 



u ^ i?^ l/^ =. 

(165) __3 8 

und auch 

(166) eo==— »8— ' i^o= 1 r. > . 7^4 P > ^0 = 



Führt man die mittlere Dichte o„, der Gaskiifrel durch die 
Formel M^ ^nQ^R^ eia^ so erhält umn in runden Zahlen 

(167) = 15^«, Po - - ^^^^.^ ^0 3^^^^;^ . 

Wir ^vollou diese Ivcsidtate auf eine Gaskiigel von der 
Masse imd der (scheinbaren) Größe der Sonne anwenden. 
Ist es gleich keineswegs wahrscheinlich, daß die Sonne den 
eomachten Voraussetzunjren gemäß als eine im imliilerenten 
üieiehgewicht befindliche Kugel eines überall gleichui-tigea 
Gasgemisches betrachtet werden darf, so sind doch die Folge- 
rungen in hohem Grade beachtenswert. 

Für die Berechnung benutzen wir wissenschaftliche 
Einheiten, setzen also 

6^8.10», JB-7,07.10iS ß,-5,6, g^mi. 

Nun ist B^yp{x — l)lH^CpJ{x — 1)/», also, wenn wir 
c^— 0^238 (in« für Luft), x^lfi, cT» 4,2.10^ nehmen^ 
^»0;334.107. Hieraus folgt dann gemäß (167) 

= 21, i?o = 2,65.1010 atm, i% 3,8.10». 

Druck imd Temperatur finden sich also für das Zentrum einer 
Gaskn«j!"'*l von der Masse und Große der Sonne von un- 
geheurer Größe; ihr Zusammenwirken bedingt die mäßige 
Große der Dichte. 

Da nach der Gleichung der Adiabaten 

ist, so gibt der gefundene Verlauf von y = Oi^^ indirekt 
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§ 86. Thennlaoih« imd meohaniaehe Enaigio. oiiiir GtikngeL 193 



auch den Gang von gjgQ und pjPo» In der folgenden Tabelle 
sind für x = 1,5 die entsprechenden Werte zusammengestellt 

a?=-0,0 ^1^^1,000 qIqq^ 1,000 j?/^-« 1,000 



0,5 


0,955 


0,912 . 


0,870 


1,0 


0,845 


0,714 

0,484 


0,603 


1,5 


0,696 


0,337 


2,0 


0,536 


0,288 
0,150 


0,154 


2,5 


0,387 


0,058 


3,0 


0,260 


0,068 


0,017 


3,5 


0,155 


0,024 
0,004 


0,004 


4,0 


0,062 


0,0002 


4,5 


0 


0 


0 



Die Temperatur mmmt also bei wachsender Entfernung vom 
Kngelzentrum am lai^samsteD, der Druck am sehnellsten ab. 



§ 85. Themiiselie und mechanisehe Energrie einer in 
konzentrischen Schichten homogenen Gaskugel. 

Die Energie eines nicht homogenen Gases darf der 
Summe der Energien seiner Yolumenelcmente gleich gesetzt 
werden^ so lange die Gra\Htationswirkung zwischen den- 
selben vernachlässigt werden kann. Ist das Letztere aber, 
wie bei unserem gegenwärtigen Problem, nicht der Fall, so 
kommt zu den Gesamtenergien I^q der Elemente noch das 
Potential ^ des ganzen Gases auf sich selbst hinzu. Man 
sieht dies leicht ein, wenn man jedes Massenelement für 
sich in einer starren aber masselosen ITülle auf seinen de- 
finitiven Zustand gebracht und dann alle zu dem System 
zusaujmciigefügt denkt. Die hierbei gegen die wechsel- 
wirkenden Kräfte geleistete Arbeit ist nach S. 66 gleich 
dem inneren Potential. 

Für die Energie 1^ der Masseneinheit emes idealen 
Gases gilt nach S. IJÜ, falls y„ als von der Temperatur 
unabhängig betrachtet wird, der Wort y^ü, wobei eine iute- 
grationskonstante fortgelassen ist. Ebenfalls bis auf eine 
additive Konstante ist nach S. 101 für eine in konzen- 
trischen Schichten homogene Kugel 0 gleich — IcJ3I,.dMrjrj 
wobei Mr die Masse innerhalb der Kugel vom fiadius r 
bezeichnet Zahlen wir die Gesamteneme von dem Zustand 
aus, wo die ganze Masse auf den absduten Nullpunkt ab- 

T«!f WArmelehre. 13 
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gekohlt und durch einen unendlich großen Kaum 
L^t, so wird dadurch die unb^ouante additive Konsluile zu 
Kuli bertimm^ und wir haben 

(168) £=Ji + <P, E^^y.^MM,, ^ ij^^, 

beide Summen über d?^ ganze Gaskagol erstreckt. Da E,, 
nur von >> abhängt, so kann man es als thermische 
Enertrie der mechanischen resp. potentiellen Eneigie 0 
gi^enübe rsteUen. 

2^Dn ist einerseitä 

andererseits Ist die von der Masse 3/r auf die Volumen- 
einheit an der Stelle von c/J/r aus^übte Kraft koMr'r- 
nach S. 185 gleich — dp^ dr. llieruack kann man schi-eiben 

(169) E^ = ^7ty^jQ^r'dr, 0^47zj^f*dr, 

0 

Wetter ist nach (20) Q^^p/B'^pHy^—y,), anfierdem 

Jl ER 

wobei daa erste Glied verscbwindety weil an d» unteren 
Grenze r, an der oberen p gleich Nnü ist Demgemäß 
findet fD€h 

(170) lE^^^^^fpr^dr, 0^'^t2nfpr*dr, 

also*) 

(171) — 0«S(x — l)JSi>. 

lU'i jeder in konzentrischen Schichten homo- 
genen Gaskugel mit oberflächlich verschwindendem 
Druck ist das nesrative innere Potential gleich dem 
3(x — l)fachen von der thermischen Energie. 



*) Kitter, Wied. Ann. BcL 8, S. 162, 1879. 
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§ 86. Die Yerteilung des Gases in der Kugel folgt 
dem Gesetz der Poljrtropen« 

Eisher ist über dae Gesetz, welches p mit verbindet, 
noch keinerlei Annahme gemacht. Jetd; wollen wir die 
Voraussetzung einführeu, daß der Zustand des Gases inner- 
halb der Kugel uach dem aUgemeinen G^esets einer Poly- 
trope jii^ =^ Konst. bei »> 1 variiert, das, wie wir Avissen, 
für n = x in dasjenige der Adiabate fibeigeht. Dann ist auch 
jp/^(»-i)a.Konst. und 

- _ n pd0 nBgd^ 

^"«^'^^ 1 ' 

Weiter gilt, wenn wir den Wert von dp aus (144) ent- 
nehmen und den Faktor q beseitigen, 

j, Mrdr _ nJBdi} _^ wy, (x — 1) 

also wegen = (w — x)/(n — 1) 

(172) ^j,^^n{y.-~^Yn)d^. 



Nun folgt aus (168) 



R 



- y, I W I — YvfMrd^, 

0 0 

wobei das erste Glied vei'scli windet, da an der unteren 
Grenze My, an der oberen i? ^l» i( h Nn\l ist, und bei Ein- 
setzen des aus (172) resultierenden Wertes von dd^ wird 

R 

0 

Dies läßt sich durch Teile integrieren und liefert dann 

0 0 

Das erste Glied verschwind rt au der uutoren Grenze und 
gibt an der oberen 3P!B; wii' erhalten somit, wenn wir 
noch den Wert von 0 aus (168) heranziehen, 

18* 
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Verbindet man dies mit der Formel (171) 

-*=3{«-l)JSi, 

80 kann man und 0 m einer neuen Weise ausdrücken; 
es gilt nSmlich unter Berücksichtigung von yf(H — 1) 

So wie der Zustand des Gases innerhalb der 

gravitierenden Kugel dem Geseta einer Polytrope 
folgt, drückt sieh sowohl das innere Potential, als 
die thermische Energie des Gases einfach durch die 
Masse und den Radius der Kugel, sowie durch die 
Ordnungszahl n der Polytrope aus. 

§ 87. Anwendmig auf den Fall des indilTeiwiiten 

Qleieligewielites. 

In dem speziellcu Falle des indifferenten Gleich- 
gewichtes, wo n = x ist, wird noch einfacher 

(175) ^g^-^, = 

Yon Interesse ist die Vergleiehung dieses Wertes von <P 
mit dem für eine homogene Kugel von gleicher Masse und 
gleichem Badius geltenden» der siä auf S. 101 findet Dort 
steht nur der Faktor 1/5 an Stelle von (x^l)/(5 6); der 
erstere ist stets kleiner, als der letztere. 

Berechnet man ^ und JS^ f ör die Masseneinheit einer 
Gaskugel von der Größe und Masse der Sonne unter der An- 
nahme H = 1,5, so erhalt man 

' ^«-.l,91.10iS ^-+1,28.10"; 

in Kalorien umgcr? cluiot gibt die erstere Zahl — 0,455.10^, 
die letztere +0.3Ü3.10». 

Diese Resultate wurden die gesamte Energie E= fp 
kleiner als J^ull eigeben, was nach deren Definition un- 
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möglich ist. Die Ursache des Widerspruchs liegt darin^ 

daß wir der Bcqiiomliclikeit halber die Enerp^e von dem 
Zustand aus gererhfiot Injben, wo 0 und E,^ für sich ver- 
schwinden. Eis tritt hier die schon früher hervorirchobcne 
Schwierigkeit von neuem zu Tage, daß, weil E nur durch 
die Eigenschaft seines Differential es definiert ist, ein 
absoluter Wert von E in vielen Fällen sich gar nicht be- 
zeiclmen läßt. Würde man die Arbeitsfähigkeit der Gas- 
kugel dann als erschöpft betrachten, wenn sie zu einem ho- 
mogenen starren Körper von absolut 0^ geworden ist, so 
wäre die in E unbestimmte Konstante nach Formel (136) 
auf S. 101 gleich 3/vil/-/5i2y zu setzen, wo 7^,) den KadLus 
der starren Kugel bezeichnet, also zu schreiben 

3 3«-4 1 



(176) E = kM' 



Betrachtet man als schließlichc Dichte eine, welche die 
mittlere Diclite der Erde nicht allzusehr übertrifft, so kann 
man J?fy =f Ii setzen und erhält als noch verfiigbare spezifische 
Energie der mit der Sonne in Parallele gesetzten Gaskugel 
für x^i;) den Wert 2 Z: J//3 = l,34.10i^, oder in Ka- 
lorien mngerechnet 0,32.10^. — 

Scfaliefilieh wollen wir noch eine Betrachtung dar&ber 
anstelleuy wie sich der Zustand der Gaskugel durch WSime- 
verlust ändert^ falls man die Wärmeabgabe so langsam vor 
sich gehend denkt^ daß das indifferente Gleichgewicht sich 
immer wieder herstellt*) 

Die Eneigiegleichung lautet bei fehlender äußerer Arbeit 

(177) d(Eo-^<P) = äQ, 

oder bei Benutzung der letzten Formel 

bei Wärme Verlust (äQ<0) zieht sich also die Gaskugel zu- 
sammen (dl{<0), falls 3x74. Nimmt man wieder als Bei- 
spiel eine Gaskugel von Größe und Masse der Sonne und setzt 
einen jährlichen Verlust von 1,8 Kalorien pro Masseneinheit, 
wie er nach Ö. 99 bei der Sonne stattfindet, voraus, so ergibt 



*) Kitter, Wied. Ana. Bd. 6, S. lad, 187b. 
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sich für «in Jahr die Änderung des Radius 

6 B^J 



dB 1,8 



3x— 4 UM 



d.h. füi" x = l,5 und bei Einführung des Wertes von k 
und J 

e?JB = 85.10«, also 85 m. 

Eine solche ZusammenziehuDg würde ausreichen^ iim den 
Betrag der Wärme zu decken, der in einem Jahre aiisirogcbon 
wird. Ziehen wir das in (166) für abgeleilc (< (irsetz in 
Betracht, so erkennen wir, daß die AVärmeauygabe keines- 
w^egs zu einer Abnahme der Temperatur der Gaskugel führen 
würde, denn ninamt mit abnehmendem ü zu, und gleiches 
gilt von 1^ überhaupt. 

Eine im indifferenten Gleichgewicht befindliche 
Gaskugel steigert aibo durch Wärmeabgabe iiire 
Temperatur. 

Es ist klar, daß diese Betrachtungen eine wichtige Er- 
gänzung der S. 99 u. f. entwickelten Helmholtzschen ^eoiie 
der ScmnenwSrme enthalten. 
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in. Kapitel 

Thermodynamik für beliebige zweiyariablige 
Körper, insbesondere solche, die unter allseitig 
gleichem Druck stehen. 



1. Abschnitt 

Die zweite Hauptgleichuug. 



§ 88. Das rriuzip Ton Clausius. 

Die Aufgabe^ ffir einen unter allseitig gleichem Druck 
stehenden Körper die zu einer Zustandfiänderung erforder- 
liche Arbeits- und (mechanisch gemessene) Wärmesuwendung 
zu bestimmen, war S. 74 resp. 109 in ihrem ersten Teü 
durch die Formel 

(1) äÄ=^—pdV 

völlig allgemein gelöst; in ihrom zweiten Teile war sie S. 113 
bis zu dem Ziele gefördert^ daÜ fiir reversible Änderungen 
die Gleichung 

(2) äQ^ip{E,^)dH 

geschrieben werden konntCj unter it> die absolute Tempe- 
ratur, unter H den Parameter der Adiabaten verstanden^ 
der mit ^ zusammen den Anfangszustand bestimmte. Dabei 
bezeichnete cp eine zunächst noch unbestimmte Funktion von 
E. und wie auch und H unbekannte Funktionen von 
den Gnmdvariablen p und V waren. 

Die Bestimmung dieser drei Funktionen gelang in dem 
Fall idealer Gase durch Heranziehen dreier geeigneter em- 
pirischer Gesetze, tmd derselbe "Weg "wiirde auch bei jedem 
anderen Körper zum Ziele tuhren. Aber so fortschreitend 
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würde die Theorie sich nicht nur unbehilflich gestahen, es 
wurden auch die Gesetze für verschiedene Körper ziemlich 
zusammenhangslos erscheinen. Clansius*) hat diese Schwie- 
rigkeit beseitinrf, indem er zeigte, daß die Funktion (p^HyiT) 
sich aus einem aligemeinen Prinzip ein für allemal bestimmeu 
laßt, ein Schritt, dessen Bedeutung nach dem Gesagten ohne 
weiteres einleuchtet. 

Das von Clausius benutzte Prinzip knüpft an die Er- 
fahrungstatsache an, daß die freie Wärmebewegung zwischen 
zwei sich berührenden Körpern immer in der Richtung vom 
wärmeren zum kälteren stattfindet; damit wird verbunden 
die bei den inversen ICreisprozessen idealer Gase hervor- 
getretene Eigentümlichkeit, daß Wärme durch Arbeits- 
aufwand dem anscheinend natürlichen Verlauf entgegen 
vom kälteren zum wärmeren Körper transportiert werden 
kamt Auf Grund dieser beiden TatBacheii wird dann die 
allgemeine Hypothese au^stelit» die wir zum Zweck der 
Anwendung so formulieren: 

Es ist unmöglich, durch ein beliebiges System 
von Kreisprozessen^ welche nur zwei Wärmereser- 
voire benutzen, Wärme aus dem tieferen Reservoir 
ohne Arbeitsaufwand in das höhere zu transpor- 
tieren. 

Wir wenden dies Prinzip zunächst auf zwei Körper an, 
die unter beliebigen mechanischen Einwirkungen 
stehen, und gehen erst späterhin auf speziellere Fälle über. 
Beide Körper mögen umkehrbare Carnot sehe Kreisprozesse 
ausfuhren, d. h. geschlossene Zustandaänderungen, die aus 
vier Zweigen von der als Isothermen und als Adiabaten 
charakterisierten Natur bestehen; beide mögen dieselben 
Wärmereservoire von den Temperaturen und (9.,, wie 
auch denFollien Arbeits\'orrat benutzen. In Bezug auf diese 
Punkte kann mau Anordnungen augewendet deukeu, wie sie 
S. 152 n. f. besclurieben sind. 

Die auf den einen Körper bezü<rlichen Größen mögen 
mit einem Index die für den anderen geltenden ohne 
Index geführt werden. Der letztere Körper möge in der- 
selben Zeit seinen Prozeß direkt wmal durch lauten, in 
welcher der erstere den seinigen invers w'mal vollendet. 

*) CUusias, Jl'ogg. Ann. Bd. 79, S. 378 und 500. 1860. 
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Hierbei wird dem oberen Reservok cntuommen die 
WärmemeDge Hg = — n'Qi, dem unteren zugeführt 
Qi = niJi — n'üi; die DiflPerenz 

n (fljj — A) — »' (i^i — Öl) - « (ß) — »' (ÖO j 

für die nach der Gleichung der Energie die Beziehung 

»(ß) — »'(ßO = — (A) 

gilt) wird als Arbeit gewonnen. 

Nun sagt das Clausiussohe Prinzip, daß, wenn keine 
Arbeit A geleistet wird, Q2 und (die hier einander gleich 
sind) beide positiv sein sollen; es verlangt somit die 
Gleichungen 

(3) w(ß) — w'(ß') = 0, »fia— »'-ai>0. 

Führt man beide Prozesse in der entg^ngesetzten 
Richtung, so ergibt sich analog 

(4) n'(Q') — n{Q)^0, n'Qi — nQ^>^0; 

dabei haben sämtliche iJ dieselbe Gröiie wie zuvor. Die 
Gleichungen sind nui' vereinbai', wenn gilt 

(5) »(fi) = n'(fl'), «flj^n'fif, 

also 

(6) {Q)lü,^(Q^IQl, 

und weg^n der S. 155 erörterten Bedeutung der hier rechts 
und links stehenden Verhältnisse bei Einführung des Wir- 
kungsgrades der beiden Carnotschen Kreisprozesse auch 

(7) vo-vo'^ 

Das auf den ersten Blick einlouelitendc Clausiusschc 
Prinzip verliert etwas an seiner Uberzeugungskraft, wenn 
man berücksichtigt, daß die erbnUcne Schhißfolgerinig nicht 
etwa einen ohne Arbeitsleistung stattiindenden Wärmestrom 
von dem höheren zu dem tiei'ereu Keservoir gibt, sondern 
überhaupt k< i ii< 11 Wärmestrom. Allerdings ist ein solcher, 
als nicht iimkt lirbar, hier von vornherein ausgeschlossen, 
aber damit fällt eben auch eiue direkte Beziehung zu der 
ersten oben erwähnten und so allgemein anerkannten Er- 
fahi'ungstatsache hinweg. 
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§ 89. Dus Prinzip von W. Thomsou und der 

Carnotsche Satz. 

Unter diesen Umständen ist es jedenßdls von Bedeu- 
tung, dafi man die Endformel (7) auch noch auf Grund 
eines anderen Prinzips gewinnen kann, das W. Thomson*) 
(Lord Kelvin) vorgeschlagen hat. i)ieses Prinzip kann 
^eiohfalls als eine hypothetische Erwciterimg eines auf den 
Oarnot sehen Kreisprozeß idealer Gase bezüglichen Gesetzes 
angesehen werden. Nach letzterem wird bei einem inversen 
Prozeß zwar ans dem tieferen Wärmereservoir Wärme ent- 
nommen, aber sie "wird durch den Prozeß nicht in Arbeit 
umgewandelt — es ist vielmehr zur Entnahme und zur 
Überführung an das höliere Kesfrvoir Arbeitsaufwand 
nötig. Demgemäß lautet das Thomson sehe Prinzip in der 
für die beabsichtigte Anwendung geeignetsten Formulienmg: 

Es ist unmöglich, durch ein System von Kreis- 
prozessen, welche nur zwei W ärmereservoire be- 
nutzen, aus dem tieferen Arbeit zu gewinnen. 

Es möge übrigens bemerkt werden, daß in dem Thom- 
sonschen Prinzip ein Greiiziall mit eingeschlossen ist, der 
als gelegentlich von direkter Anwendbarkeit besonders her- 
vorgehoben werden mag. Das allgemeine Prinzip laßt ein 
höher temperiertes Warmereservoir zu, an das in Summe 
A\'ärine abgegeben werden kann, aus dem nur bei dem Gesamt- 
prozeß keine Wärme entnommen Avcrden soll. Jener Grenz- 
fall besteht darin, daß die ]Men(re der ihm im ganzen zu- 
gefühitcn Wärme gleich iS'uli daß also Entnahme und 
Zuführung sich kompensieren. Hier ist das höhere Reser- 
voir "wirkungslos^ und der Prozeß kann so geregelt gedacht 
werden, daß das Reservoir überhaupt beseitigt wird. 

In diesem Falle würde das Prinzip also lauten: Es ist 
unm5glich, durch ein System von Kreisprozessen 
aus nur einem Wärmereservoir Arbeit zu gewinnen. 

Man kann das Thomsonsche Prinzip sehr erfolgreich 
durch eine Erfahrung der Technik stfitzen. Eine MaMfaine^ 
welche etwa die praktisch unerschöpflichen Warmevorräte 
des Meeres benutzte^ um Arbeit zu gewinn^ und die nebenbei 



*) W. ThomBon, Edinh. Trans. T. 20", S. 261, 1851; Lord 
K^elrin, Math, and Fhys. Pap. Cambridge 1882, T. 1, S. 179. 
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an ein holier temperiertes Wämiercservoir auch noch Wärme 
abgäbe, würde offenbar gegenüber den jetzt gebräuchlichen 
einen ungeheuren Fortschritt bedeuten; sie würde Wärme 
benutzen, die nichts kostet, und außer der Lieferung von 
Arbeit eventuell noch die IIoizLing der Häuser besorgen 
können. Ein solches Ideal einer Kraftmaschine, ein so- 
genanntes Perpetuum mobile zweiter Art, müßte (so kann 
man soUießen), wenn 68 möglich wäre^ durch die über 
hundert Jahre dauernden BemtÜhungen um die KoDstaruktion 
einer thermisdieii Arbeitsmaschine realisiert worden sein. 
Aber es fehlt das kleinste Anzeichen der Möglichkeili, und 
dies kann als eine Bestätigung des Thomsonschen Frin^ 
Sipes betrachtet werden. — 

Die Verwendung des neuen Frinzipes ist genau die 
oben bei dem C 1 au sius sehen gezeigte. Statt der Formeln 
(3) und (4) treten hier bei der ersten Umlauisrichtung die 
Gleichungen 

(8) nQ,^}i'ai = 0, n{Ü) — n'{Q')<0, 
bei der zweiten die Gleichungen 

(9) n'Qi — nQ^^O, n'(iy)—n(Q) £0 

auf, was zu (5) zurückführt. Es gilt sonach auch hier 

vo = vi* 

Diese jetzt auf zwei Wegen abgeleitete Formel sagt aus: 
Welcher Art immer die Korper sind^ die einen 
umkehrbaren Oarnotschen Kreisprozeß ausführen^ 
stets ist, wenn bei beliebigen Adiabaten die Tem- 
peraturen vorgeschrieben sind, der Wirkungsgrad 
des Prozesses der gleiche. 

Der vorstehende Satz ist von Caruot*) aus der Fliiidum- 
theorie der Wärme abgeleitet und iii den Worten ausgc- 
sprochen worden: „Die bewegende Kraft der Wärme ist 
unabhängig von den Stoffen, die man benutzt, um sie zu ge- 
winnon: ihre Größe ist allein bestimmt durch die Tempe- 
raturen der ]v()rper, zwischen denen sich der Wärmeaustausch 
in letzter Instanz vollzieht/' 

Es mag daran erinnert werden, daß wir über die Ait 
der mechanischen Kiu\vii*kungen, denen wir die beiden Körper 

•) Oftrnot 1. c. 



Digitized by Google 



204 III. Kapitel Tfaermodynaniik fOr belieb. EweiTariabl. Körper. 

untonvorfen dachten, und somit über Natur und Anzahl der 
Unabhanffitrf'n, welche den Zustand des Körpers bestimmen, 
keinerlei besthiänki ade Aiii^abeii liemacht haben, .sowie daß 
in der vorstehenden Enhvicldung auiier dem Glau sius sehen 
oder dem Thomson scheu Prinzip nur noch die Gleichung 
der Energie benutzt worden ist Die Gleichung besitzt alao 
einen hohen Grad von Allgemeinbeit. Beschränkt ist sie 
allerdings auf umkehrbare Kreisprozesse. Wir 
kommen später auf die Frage znrüok| ob von der vor- 
stehenden Entwicklung irgend etwas auf nieht umkehibare 
Kreisprozesse ubertragbar ist 



§ 90. Ableitung der iweiten Hanptgleichung. 

Nunmehr nehmen wir an, es handele sich speziell um 
Körper, deren Zustand durch zwei Variable bestimmt 
ist, insbe-niirlcrr uui solche liomoüoue und auch homogen 
temp^^ricrto, die unter ailseitig gleichem Druck stehen. Der 
bisher tiurcli den oberen Ind(*x ausgezeichnete Körper sei 
ein ideales Gas; dann ist nach S. 156 

mtd vicgea {üj^Si^ — nach (6) auch 
(10) 



-0, 9^ 



Rücixcn wii' jetzt die btiden Adiabaten des Kreis- 
prozesses für den wil.küiiich rrtwäliiteii K .ip^r einander 
unendlich nahe, so läßt sich uaoSi (2) schreiben 

denn Ü, bezieht sidi auf die Temperatur li^^, Qi auf 
und die Differentiale äS sind die gleichen, da die Abschnitte 
der Isotheimai imd d| zwischen demselben beiden Adia- 
baten Begen. Somit lie€»t (10) die Beziehung 

woraus folg|^ <p niit d proportioiial sein mo&, etwa 
gleich ^ y gesehiiebe» weiden kamt. Da aber H bidber 
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einzifr dadurch definiert ist, daß dH^O die Gleichung der 
Adiabate liefert, so können wir ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit setzen und haben dann für alle iitii- 
kehrbarcn Zustandsänderungeu von Körpern, die 
durch zwei Variable bestimmt sind, die Formel 

(11) äÜ^^dH, 

die man wohl als zweite Hauptgleiohung der ersten 
oder Energiegleichung 

(12) dE^äA-\-äQ 

zuordnet Die Funktion H fuhrt auch in dem allge- 
meineren Falle, den "wir hier vor uns haben, den Namen der 
Entropie. 

Der Wichtigkeit der Sache wegen mag noch ein anderer 
in gewisser Hinsicht aUgemeinercr Weg zu der zweiten Haupt- 
gleichung angegeben werden, der den fundamentalen Ansatz 
(2) für den Wert von ä Q gar nicht benutzt. *) 

Für einen umkehrbaren Carnotschen Kreisprozeß ist 
nach (10) 

oder wenn die Adiabaten demselben einander unendlich nahe 
liegen und demgemäß die in Bewegung gesetzten Wärme- 
mengen unendlidh kleine sind, 

Ist der Prozeß ein du-ekter, so sind äü^, — äü^^^ ist er 
ein inverser, so sind — äQ.,,äQ^ die dem Körper zugefiihrtcn 
Wärmemengen; beide Mnln igt, wenn wir die zugeführten 
Mengen mit äQ bezeichnen, * 

d. h., die Summe der zugeführten Warmen, eine jede durch 
die Aufnahmetemperatur dividiert, verschwindet. 

Die gleiche Formel läJ^t sich nun für einen beliebigen 
Kreisprozeß nachweisen, wenn derselbe (wie in Fig. 24 auf 



i Glauaius, Pogg. Ann. Bd. 93, S. 481 1854. 
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S. 170 angedentet) durch eine Schar von Adiabaten in 
lESmentarprozesse von der soeben betrachteten Art, bestehend 
ans zwei einander unendlich nahen Adiabaten und zwei Ele* 
menten von Isothermen^ zerlegt werden kann. Letzteres 
ist stets möglich, wenn der Korper, um den es sich handelt, 
in seinem Zustand durch nur zwei Unabhängige bestimmt ist; 
im allgemeineren Falle darf man dies nicht ohne weiteres 
voraussetzen. 

Besclirnnlxt man sich aber auf den einfachsten Fnll, wo 
diese Zerlegung je df^nfalls ausführbar ist, und berücksichtigt, 
daß für die beidrn, demselben Elementarkreis zugehörigen 
isothermen Lioienelemente die Formel Sä^Jjü = 0 gilt, so 
erhält man durch Summation über alle Elemeutarkreise 

13) = 

das Int<»gral über den ganzen gegebenen Kreisprozeß genommen. 

Soll aber diese Gleichung für jeden Kreisprozeß gelten, 
so muß äüj ä das vollständige Differential einer einwertigen 
Funktion der Unabhängigen sein; es muß also gelten, falls wir 
diese fVmktion mit H bezeichnen, 

womit die zweite Hauptgleichung zimickgewonnen ist. — 

Wir wiederholen zum Schluß dieser Entwicklung, daß 
Energie imd Entropie nur durch einen Ausdruck für ihre 
DifEerentiale definiert und somit mr Lis auf eine additive 
Konstante bestimmt sind. Diese Willkürlichkeit wird be- 
seitigt, wenn man für irgend einen Normalzustand (0) den 
"Wert von E und H (etwa gleich Eq und H^) vorschreibt Für 
einen beliebigen anderen Zustand (1) erhält man dann die 
Werte von JS und' H durch die Formeln 

(Ol) 




(Ol) 



d. h., sie bestimmen sich durch die Summen von Ai'beit und 
Wärnie, resp. durch die Summe aller Wärmegewiehte, die bei 
der Uberfülirung aus d^Tii Normalzustand in den untersuchten 
Zustand dem Körper mitzuteilen sind. 
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§ 91. Einige Folgerungen für den Verlauf yon Adiabaten 

und Isothermen. 

Ehe w zur Anwendung des gefundenen Resultates 
auf unser spezielles Problem übeigeheui wollen wir daraus 
nooh einige allgememe Folgerungen ziehen. 

Auf S. 108 haben wir für das Verhalten der Adiabaten 
und Isothermen für Körper , deren Zustand von nur zwei 
Yariabeln abhängt, einige Annahmen gemacht, die, zunächst 
als Erfahrungstatsaehen eingeführt, bewirken sollten, daß 
jede Zustandsänderung, wie durch V, p, dVj dp, auch durch 
Hf d'j dH, d^ bestimmt werden konnte. 

Es ist von Interesse, daß mehrere dieser Festsetzungen 
sich aus dem Thomsonschcn Prinzip resp. aus der Gleich- 
ung äü = ßdIT als Folgcrunfrcn erji^ben. 

Zunächst liefert der Ausdruck für äü sofort das Re- 
sultat, daß jede Isotherme jede Adiabate schneiden 
muß. Denn durch Zufügung von Wärme bei konstanter 
Temperatur kann man nach diesem Werte jede beKebige 
Entro])ieänderung erzielen. 

Ferner ergibt sich, daß zwei Adia- 
baten einander nicht schneiden können. 
Denn in dickem Falle könnte man aus den 
vom Schnittpunkt a ausgehenden Zweigen 
und einer Isotherme (ßy) nach Fig. 80 einen 
Kreisprozeß konstruieren, bei dem \Värme 
aufgenommen und in Arbeit umgesetzt würde; 
dies wäre aber ein Widerspruch mit dem 
Thomsonschcn Prinzip. — 

Bei diesen Folgerungen ist das Koordinatensystem^ auf 
weldies die Kurven bezogen sind^ ohne Einfluß. Für das 
Weitere ist ein derartiges fundamentales (s. S. III) Paar 
a und h von Yariabeln vorausgesetzt» daß h'da die Arbeit 
darstellt, z. B. also das System F, 

Dann gilt weiter^ daß keine Adiabate eine Iso- 
therme zwei Mal achneiden kann. Im anderen Falle 
würde aus einer Adiabate und einer Isotherme gemäß Fig. 31 
ein Kreisprozeß zu büden sein, der der Energiegleichung 
widersprechen würde; denn bei dem gewählten System von 
Yariabeln stellt die umlaufene Fläche die umgesetete Arbeit 
dar^ und ihr entspricht , keine WärmeumsetjEung, da auf dem 
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Stück der Isotherme [a b v) die Wärmemenge i> {H^ — H^) 
aufgenommen wird, die wegen IL. — verschwindet. 

Kann eine Adiabate eine Isotherme nicht in zwei Punkten 
schneiden, so kann sie dieselbe auch nicht berühren; 
denn eine der betrachteten unendlich benachbarte Adiabate 
m&ßte dami zwei Schnittpunkte besits^. 

Ferner ergibt sieb aneb, daß die Temperatur anf 
einer Adiabate, die Entropie auf einer Isotherme 
kein Maximum oder Minimum annehmen kann. Da 
nämlich diesseits und jenseits eines MaTimums oder Mini- 
mums dieselben Werte wiedeikehien, so verlangt das Auf- 
treten von d^Ieicben mindestens zwei 8ehnitl|»unkte von 




Flf . 81. Flg. 8t. 



einer Isotherme imd einer Adiabate^ was nach dem Vor- 
stehenden ausgeschlossen ist. 

Man könnte hiergegen geltend machen, dali au sich ein 
Maximum der Temperatur auf einer Adiabate auch dadurch 
zustande kommen kann^ dafi die Temperatur längs einer 
Kurve der F|>-£bene ein Maximum oder Minimum be- 
sitzt, und die Adiabate diese Kurve, wie alle benachbarten 
Isothermen, nur ein Mal schneidet. Aber ein soldier Yer^ 
lauf widerspricht gleichfalls dem Thomsonschen Frinsip, 
da hier ein Kreisprozeß zwischen zwei Isothermen derselbe 
Temperatur = möglich sein wurde, der ArbdA liefert 

Ein Teil der letzten Schlüsse verliert in leicht erkenn- 
barer Weise ihre Gültigkeit, wenn ^ keine einwertige Funk- 
tion von a und h ist. Wir gehen auf diese S. 107 signali- 
sierten Ausnahmefalle hier nicht ein. 
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II. Abschnitt 

Allgemeine Folgernngen ans den beiden 

Hauptgleichongen. 

§ 92. Spezifische £uergie und £iitropie« 

Im Falle der idealen Gase erhielten wir als Folge der 
Annalime des £oyle-Gay Luasaosohen Geaetxe» umL des 
AuBscbluflseB körperlicher KrSfte sowohl Energie als Entropie 
mit der (homogenen) Masse des Gases proportional; 
wir haben aber schon S. 126 darauf aufmerksam gemacht» 
daß dies Verhältnis sich zum Teil ändert, wenn die Gravi- 
tation swischen den Gaj«teilchen in Rechnung gesetzt wird. 
Ohne uns auf eine allgemeine Untersuchung dieser Frage 
einzulassen, kdnneii wir auf Grrand der defimerenden Formdn 
(14) doch dieses sagen. 

Die Energie eines körperlichen Systems ist stets dann 
gleidi der Summe der Energien seiner Volumenelemente, 
wenn bei der Zusammeof&gung der Teile, die zunächst für 
sich aus dem normalen in den definitiven Zustand gebracht 
und dann in starre Wände eingeschlossen worden sind, keine 
Arbeit oder Warme zuzuführen ist. 

Daß eine Wärmezufuhr hierbei erforderlich sei, dürfen 
wir als aufgesf^Vilossen betrachten. Arbeit ist aber sicher 
dann erforderlich, wenn zwischen den Vohiuienelementen 
körperliche Kräfte, z B. Gravitationswirkungen stattfinden; 
sie ist dort in Simime gleich dem inneren Potential des 
vollendeten Sy.steines. Aber diese Arbeiten sind bei mäßigen 
Volumina, wie hier nicht näher ausgeführt werden soll, im 
allc'emeinen zu veniai lilässigen; indem wir uns weiterhin auf 
soiclie Falle beschränken, dürfen wir daher die Eneigie 

Vc.lgt, Wärmeltbre. 14 
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gleich der Summe der Einzelenergien uüd bei einem homo- 
genen Körper dem Yolumeo oder der Masse der Körper 
proportional setzen. 

In der Definition (14) der Entropie treten mechanische 
Größen überhaupt nicht auf. Wenn also, wie oben gesagt, 
bei der Zusammenfügnng der Volnmenelemente zmn Ganzen 
kerne Wärmezufuhr erfordert wird, so ist jederzeit die En- 
tropie eines Systems gleich der Summe der Entropien seiner 
Teüe, und bei einem homogenen Körper die Entropie dem 
Volumen oder der Masse oes Körpers proportionaL 

Wir wetoeui demgemäfi weileraiD gonSchsi 

(16) F— Mv, E = Me, jff = Mn, 

wo 9y <^ 1^ als spezifische Größen bezeichnet werden kSonen, 
und fäiren aoch die auf die Masseneinheit bezogenen Zo- 
wendtmgen an Arbeit und Warme durch die Fonnebi ein 

(16) äA^Mäa, äÜ^Mäm. 

§93. lIlgeiiidBeFaniielBlBieDUiiabhlit^^if ndj». 

Nachdem die Funktion (p in dem Ausdruck (2) für äü 
allgemein bestimmt ist, bleiben in jedem einzelnen Falle 
nur noch die Gesetze aufzufinden, welche und t) mit p 
und V verbinden. Indessen sind hierzu nicht zwei voll- 
ständige empirische Gesetze von der Art der Zustandßglei- 
chung ^ = F{v, p) nötig, weü nach der Energiegleichung die 
Arbeit äA und die Wärme äü sich zu einem IMerential dt 
▼ertnnden eoUeii, mid hieraus stets eine Bedingung för ^ 
folgt Diese Bedingungen, sowie Formeln für die sponfischen 
Winnen, die in Veib^ung mit Beobachtonssresnltslen aar 
Bestinunung von ^ und 97, resp. zum vollstandigpn Auadmok 
von äio fäuen, soUen non nachstehend unter Zngronde- 
legung verschiedener Paare von Variabehi entwickelt werden. 
Dabei wird immer anzoknfipfen sein an die beiden Fonnebi 

(17) de^—pdv-i-^drj, dü} = yd^ = ^dr], 

die wir an die Spitze stellen. Wir behalten zunächst das 
fundamentale Paar Variabein v und bei. 

a) Unabhängige v nnd Aus (17^) folgt 
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Die Integrabüitätfibedingung lautet 

sie liefert für r] eine pcirtielle Differentialgleichung, wenn i> 
bekannt ist und umgekelirt. 
Feiner gibt (17^) 

^^^^ 

(20) J'f-'^ÄFlä^. y'^^-dilW 

Entnimmt man hieraus die Werte von dijjdv, dtjjdp, so 
erhält man 

(21) dco « yd^ « i^iijy = ^«^t' + yt^<Ü> • 
Auüerdem liefert die Kombination von (18) und (20) 

Um eine Vorstellung davon zu geben, was für Hilfs- 
nuttel das vorstehende Formelsystem liefert, wollen wir einen 
Körper betrachten, der das Boyle-Gay Lussacsche Gesetz 
befolgt, von dessen sonstigen Eigenschaften aber nichts be- 
kannt sein solL 

Hier ist also vp^B^ und demgemSB 

Bd^jöp^v, Jbdi^jdv^pi 
somit liefert (18) 

wolOr wir schrraben kOnnen 

^^^^ dK^)''äl^)'^^* 

FQhrt man eine HiUaigrSBe tj^ duxch die Snbetü 
ij^ifi+Shi{p) m, so gQt dafür nach (23) 

14« 
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0, 



dhi(v) dla{p) 

eine Gleichung, der jede Funktion von (in (t?) + In (jp)) = 

In (vp) » In (Bd)f und somit jede FimktiQa von ^ genügt 
Wir h ^ft W " (Booaoh 

(24) ff^B{m+\n(v)), 
woraus folgi^ wenn df{id)/d^^f{d) gesetzt wird, 

(25) y, = ^(W+l), 

Dies zeigt, daß die Aimahme der Beriehung pv^S^ 
aDeln seihon ausrdeht, um yp und zu Funktionen der 
Tempenlnr aliein xmd — Yv Konstanten B gleich, zu 
machen, ist bis auf eine Funktion von ^ allein bestimmt^ 
die man ableiten kann, wenn yp als Funktion von ^ bekannt 
ist In dem speziellen Falle, daß yp konstant ist^ findet sidli 

/(^) = c+c'ln(d). 



ii e und Konstanten bezeichnen und 1+e'^yflB, 
also e'^yJB ist Hier wird dann aus (24) 

^ In mM»)) 
in Übereinstimmung mit S 123. 

g 94. Allgemeine Formeln mit 6 als einer ünabliingigen. 

Dem vorstehenden Formelsystem a) mit den Grund- 
variabeln v und p ordnen wir nachstehend mehrere Systeme 
zu, welche dies gemeinsam haben, daß die eine der beiden 
Unabhängia;en durch die T(!rnpf;ratur /} gelit'fert wird. 
Dabei ist es vorteilhaft, über die zweite Unabhängige noch 
nicht sofort zu verfügen, sondern für sie eine beliebige 
Funktion von v und p zu erwählen. 

b) Unabhängige ^ nnd x^f(v,p). Aus (17 1) folgt 

'-(-'ll+*li)«+(-i'S+43''- 
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Die Int^rabilitfitebedingnng lautet 

Aus (17^) eigibt eioh 



d äxld^ das Yerbiltiiis der Differentiale ist, mlche 
die Zoataiidrilndenmg beatimmen. Spesiell eiiillt man i&r 
da?— 0 

(28) y.«^|2, 

während und yp aus (27j folgen, indem man daxin dxjdi^ 
aus den Beziehungen 

te«p.äp^^d&-^^dx^O 

beetiniint. 

Endlich gilt 

(29) 5a>-yd^=Mi,-M^ + .^(|||^-|||j).?.., 



stellt das zweite Glied die Wanuemei^ dar, 
die erforderiicli ist^ um bei konstanter Temperatur um dx 
zu veigrofiem. Von W&memengen, die, ohne Temperatur- 
eihöhnngen au bewirken, andere Veränderungen hervorrufen, 
sagte man nadi 12 ehedem, daß sie latent würden. 
"ißai kann demgemäB die letzte Formd auch schreiben 

wo dann X(x) die (auf die Einheit der Veränderung bozoirone 
und mechanisch gemessene) latente W firme der Ver- 
größerung von o; bezeichnet Dabei gilt tur jedes x 



Spezielle Fälle von Bedeutung sind die, daß x mit v, 
mit jp oder mit tj identisch wird. 
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bO Unabhängige ^ und v, alsQ dvId^^^O, dvjBx^l. 
Hier eigibt Bloh folgendee System von Beaehmigeii 

(34) att>«y<i^«^di^-.y,c?d-i-^-||<iv- 

Für die latente Wänne il^,) folgt der Wert ^dp/di^. 

b") Unabhängige^ undj»^ also dpjd^^O, dpldsp=l. 
Hier gilt 

^^^^ Bp — a^' 



dv 

(39) ^o) = yd^ = ^di? = y,tf^ — i^ . 

Für die latente Wärme if^») ergibt sich —^Bv/S^, 

b''') Unabhängige d und 19, also B^jBti » 0, ^17/^0? » 1. 
Hier icllgb aus b) 
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und da dv^O und dp^O hier mit 

(42) 0-|j«l* + |ji,reBp.O-||i* + ||rf, 
idfintiacli Bind 

Iii, i^y 

Anwendungen dieser Kormels^steme finden sich weiter 
unten^ sowie im 2. Bande. 

§ 95. ThermodyBamiaehe Potentiale. 

Die Ekiergiegleiohnng (17^) läßt flieh schreiben 

wobei auf der rechten Seite daa Differential von ^ durch 
das von i^ ersetzt ist; dies kann als ein Vorteil gelten^ 
weil r}, ala nicht direkt beobachtbar, «ur onabhaogigeu 
Yariabeln wenig geeignet ist 
Schreiben wir weiter 

(45) e—fi^'^i, 
so ergibt sich 

(46) de^—pdv^fjd^, also — iy, 
und somit 

(47) -f-^H; 







R 





ein&chst durch einmalige Differentiationen. 

Auch die spezifische Wärme y läßt eieh dnroh ( aua- 
drücken. Nach (31) gilt nämlich 



oder, wenn man mit dld^ den totalen Differentialquotienten 
in dem Sinne 
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d<p dtp dv d<p 

bezeichnet^ auch 

Pör die speneUeD y folgt 

(49) y. ^1^, Y,~- 

Der Giöfie i Ififit aioli eine ein&ehe phyaikaliache Be- 
denAnng beilegen. Aus (46^) ergibt sicli ror 0 

(50) {äa}^ = —pdv = + d^^, 

oder wenn man diese Gleichung über eine endhche isotherme 
ZurtandBlndemng (1^ 2) integriert 

Durch diese Formel wird ^ in eine direkte Parallele 
zu dem inneren Potential 0 eines ruhenden mechanischen 
Systemes gebracht^ för welches nach (65) auf S. 66 gilt 

Man nennt dfmgemäß nach dem VorBchlna; von Gibbs*) 
die Funktion | das (erste) thermodynainiscli e Potential 
der Mabseueinheit. Helmholtz**) hat den NanKn der 
freien Energie vorgeschlagen, der daran anknüpft, daß 
nach (45) u. (50) | als ein Teil von e erscheint, d<T die Eigen- 
tümlichkeit hat, sich bei ifiothermischen Vorgängen als Arbeit 
g(! Winnen zu lassen. Massieu***), der eine derartige Hilfs- 
größe zuerst eingeführt hat, bezeichnet sie als charakte- 
ribtische Funktion. — 

Sphreibt man die £nergiegleichung (17^) 

d(e — 11^+ vp) + — 

und macht 

(51) e — V^ + vp^C, 



*) Gibbs, EqniHbriiua of beterog. mbftuiees, New EbreOf 1878; 
Übers. Leipzig 1892. 

•*) Helmholtz, BerLBer. 1882, 8.23. 
♦♦*) Massiea, Comp, rend., T. 69, S. 858, 1067, 1869. 
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80 wird 

(52) dC^vdß'-tjd^ alßo j^^^, e^^"^' 
E^imer etpbt aidh» wenn man jetet 

d<p dq) dp ^d(p 
M'^dpM^d^ 

setzt 
und 



(54) — ^ 



Auch t läßt sich wegen seiner Differentialeigenschaften als 
ein (zweites) thermodynamisches Potential bezeichnen. 
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III. Abschnitt 

Flüssigkeiten nnd feste Körper unter 
allseitig gleichem Druck. 



§ 96. AUgemeine BesiehmigeBu 

Die Variabein p und v empfehlen sich für die Ent- 
wicklung der allgemeinen Theorie als Gruiidvariable beson- 
ders deswegen, weQ in ihnen die Arbeit äa = — pdv sich 
direkt ausdrückt, die ganze weiteigehende Untersuchung also 
an den Anedn/ok C^aie WtoLmeoge 5o>-M^ an- 
knüpfen kann. Vom experimentellen Standpunkt ist d^ 
s^n häufig das Yariabelnpaar vonnudelieni weil diese 
Großen in der Begel dnton. die e^erimentelle Anordnong 
als wiUkfirlieli verSodeilich an die Hand gegeben sind. Das 
GesetE^ das v mit p und ^ verbindet^ die Zustands^eichung 
also, ist eines der einfaefasten Beobaohtungsobjekte^ 

In der B^l setct man bei tropfbwen Ufiss^eiteii 
uid bei festen Körpern^ die witer allseits Reichem Druck 
steilen, 

(55) dv = v{ad& — ßdp), 

worin a und ß Funktionen von >^ und p sind, und nennt 
dann a (das naturlich nicht mit der Arbeit da zusammenhängt) 
den thermischen Dilatations- und ß den elastischen 
Kompressionsmodul oder -koeffizienten. In der Tat ist 

a und ß messen also direkt die auf die Yolumen- 
einheit bezogenen Yolumenänderungen durch Tem- 
peratur und Druck. 
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Es mag hervotgehoben werdisn^ dafi alle Korper bei den 
Drucken und Temperaturen, unter denen sie eich im stabilen 
Gleichgewioht befinden, positive ß besitsen, daß aber be- 
sfiglich des Vorzeichens von a eine entsprechende Regel 
nicht gilt In der überwi^enden Mehrzahl der FäUe ist a 
positiv, was wir als normal bezeichnen wollen; aber es 
existiert eine sehr kleine Zahl anormaler oder Ausnahme- 
falle, wo das Entgegent:resetztc stattfindet. Der wichtigste 
Fall ist der des Wassers in der -Nähe des Gefrierpunktes. 

Mit dem Wechsel des Vorzeichens von a bei unter 
konstantem Druck wechselnder Temperatur hangt die Exi- 
stenz eines Minimums des spezifischen Volumens und das 
Auftreten gleicher Volumina bei zwei verschiedenen Tem- 
peraturen diesseits und jenseits jener Minimumtemperatur 
zusammen. Bei Wasser entsprechen sonach in der Nähe 
des Gefrierpunktes einem Wertpaar v^p ^wei Werte von 
und ^ ist somit keine einwertige Funktion von v und p. 
Hier liegt also einer jener S. 107 erwfihnteii seltenen Aus- 
nahmefälle vor, wo eine eindeutige geometrische Darstellung 
der Zustandsanderungen eine mehrblätterige «j)- Ebene ver- 
langt Die Darstellung in der j?i^-Ebene, auf die uns die 
An8gangs£oimel (55) hrnweiat, findet eine Ihnfidie Schwierige 
keit mdit Es Uegt demgem&fi auch kein Grand vor, das 
Fkoblem hier eingehender sn verfolgen. 

Schreibt man die Gleichungen (56) 

d\xi(v) ain(t>) 

^ 3p~' 

so ergibt sich unmittelbar 

^^^^ Ji^^M* 

die Änderung des thermischen Dilatationsmpduls 
mit dem Druck ist gleich dem Negativen der Ande- 
rnng des elastischen Kompressionsmoduls mit der 
Temperatur — ein Satz, der natürlich nur eine ein- 
gekleidete Identität darstellt. 

Ein anderes ftesultat, das noch keinerlei thennodyna- 
mische Sätze voraussetzt, ergibt eich aus (55), wenn man 
darin dv und als gegeben betrachtet Dann liefert die 
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Gleichung die Andenmg dp des änfieren Druckes, die er- 
forderlich ist, um der durch Volumen- und TemperaLurände- 
ruug variierten inneren Spannung das Gleichgewicht zu halten. 

Voa besonderem Interesse ist der Fall, daß c?t?=-0, 
also der Körper in einer starren Hülle gesteigerter 
Temperatur auE^esetst ist; hier folgt 

(58) dpjd^ - ajß. 

Die aui 1^ besoeene Änderung des Druclces bei 
Erwärmung eines Korpers in einer starren Hülle 

ist gleich dem Verhältnis des thermischen Dilata- 
tions- und des elastischen Kompressionsmoduls. 

Um von den Größenordnungen, um die es sich bei 
diesen Drucken handelt, eine Vorstellung zu geben, seien 
zunächst einige Zahlen für Flüssigkeiten angegeben, bei denen 
sowohl a als ß direkt beobachtbar sind. Die Drucke sind in 
Atmosphären, die Temperaturen in Celsiusgraden vorausgesetzt. 

Quecksilber a= + 1,8.10-% 3,0.10-«, dpld^^ + 60, 
Äther b. 00 = + 15.10-*, =132.10-6, —4.11,4 
Wasserb. 0» =—0,57.10-*, = 50.10-^ =— 1,14, 
„ ^100 =4-037.10-*, - 50.10-6, =-f 1,7, 

„ „ 200 = + 2,10.10-*, = 50.10-8, - 4- 4,2. 

Bei festen Körpern bietet die Bestiramnncr der elastischen 
Kompressibilität Sclnvieriglveiten ; niiui muß dieselbe im all- 
gemeinen ans anderen elastischen Parametern, die durch Be- 
obachtung der Biegung und Drillung von Stäben zu ge- 
winnen sind, unt^r Benutzung der Sätze der Elastizitatstheorie 
durch Rechnung ableiten, was nicht eben sehr genaue 
Resultate gibt So sind u. a. für einige Metalle folgende 
Zahlen gewonnen:*) 

Äl a= 69.10-6, ^5 = 2,07.10-6, (i|?/di^ = 34, 

Fe - 34.10-«, =1,26.10-«, =28, 

N% = 39.10-«, =0,59.10-«, =67, 

Ag = 58.10-«, =1,41.10-S -41. 

§ 97. Spezifische Wärmen und adiabatisebe Yorgäuge. 

Was die Anwendung der Formebi des Systems h") auf 
das vorliegende Problem angeht, so werden dieselben, so 
lange man für a und ß nicht empirische G^setse einflihrt^ 

*) W. Voigt, Wi«d. Ann. Bd. 49, 8. 697, 1899. 
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durah die Beziehungen (56) nur in der Bezeiohnang ge- 
ändert Speziellere Formen erh&lt man, wenn mau, was 
häufig in Annäherung zulaa8% ist^ a und ß als konstant 
bebandelt 

So liefert a. B. (38^) die wichtige Fonnei 

(59) y^^y,-^^, 

welche die Berechnung des nach S. 16 nicht direkt be- 
obachtbaren y« aus p:eme88enen y^, a, ß,v = I/q ermöglicht, 
Da es gebräuchlicher ist, Bpeaifische Wärmen in kalo- 
rischem MaBe anzugeben, so wollen wir die mitzuteilenden 
Beispiele, bei denen die Zahlen für a und ß aus dem vorigen 
Paragrajphen benutat werden, nach der Formel 

'''~'^-'Jßi 

berechnen, x — y^/y, ist auch — Cp/c,. 

Bei der Berechnung ist zu bedenken, daß der oben an- 
gegebene Wert von ß den Druck als in Atnios[)haren ge- 
messen voraussetzt. Will man konsequent in wissenschaft- 
lichen Einheiten rechnen, also auch J = 4,2.10' nehmen, so 
hat man die oben angegebenen Werte von ß durch 1,013.10^ 
SU divi^eren. 

Quecksilber q = 13,6, Cp — c^ = 0,0j52, Cp = 0,0332, x = 1,18, 
Äther b. 0« - 0,727, -0,02156, =0,540, ^l^^, 

Wasser b. 0» = 1,000, =0,0343, —1,007, =1.0,4, 

„ 100 _ 1^000, = 0,0,10, =1,003, =i,üao, 

„ „ 2Ü" = 0,998, =0,0,58, «0,998, =1,0,58. 

i'enier 

JIq^ 2,68, Ci»-<v=- 0,0,61, <^«= 0,2145, x- 1,030, 
Fe - 7,19, -=0,039, —0,1159, =1,008, 

Ni - H.8U, «=0,0221, =0,1084, =1,020, 

Ag -10,49, -0,0,16, -0/)öö9, -1,029. 

Weiter folgt aus (38>) 

die mechanische Änderung von yp ist also aus a npd seiner 
thermiseheu Änderung nebst ^ und v m berechnen. Ist, wie 
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Mofig, Hehr klein neben da 'c^, so vereinfacht sich die 
Formel. Veröchwindendea a imd calc^ ergibt audi ver^ 
gehwindendes iy^ lp, 

För die au&iiweiideiide Wärme liefot (39) 

(61) äm^^dij ^y^d^'-va&dp; 

bei einer adiabatischen Andaimg bestebi ako JEwiacbeD lip 
imd die Beriehnng 

(62) i*-^ip, 

die man w^en der steü? kleinen -Vndemng von ^ auf be- 
trächtliche Druckzuwackbe dp anwenden darf. Diese von 
W. Thomson*) abgeleitete Formel bat Joule*^ ea^eri- 
mental geprüft. Für Waseer &iid aidi s. B. ab Wiilniiig einer 
Bniflknuialiiiie dp^2Aß Ate,, &118 maa die nach Celains 
gemeeeene Tempeniiiir x namt 

bei T«l^o, ber. « — 0,0271, b€i>b. 0,0^83, 

4-0,023, 4-0,0,4, 
11* 4-0,020, 4-0,021, 

30,7« 4-0,056, +0,054. 

Man kann die Ausganer^^formel (551 auch in dem Fall 
benutzen, daß man p und v aU Unabhängige einfährt; man 
hat 8ie dann nur zu achreiben 

(63) d^^:Li^j^ßdj^, 
folgt 



(64) £^ = JL ^«A. 

Unt^r Rücksicht auf diese Resultate nimmt die Formel (29) 
des Ö/stemes a) die Gestalt an 

(65) äm^^dij=^^dp + ^ dv. 

Bei einer adiabatischen Kooipression wird hiemach, falls 
der Index ij bezeichnet, daß dtj'^^O is^ 

*) W. Thomson, Edinb. IVans. T. 20, S. 283, 185d. 
Joala, Fhfl. Trum. T* 140, a 91, 1869. 
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bei einer isothermischen Kompression folgt aus (56)> wenn 
für den Index i^ angewendet wird, 

Das Verhältnis der isothermischen zu der adia- 
batischen Kompression ist hiernach gleich dem Ver- 
hältnis X der spezifischen Wärmen yp und y^. 

Dieses Resultat gibt eine (wenigstens theoretisch) ein- 
fache Methode zur Bestimmung von x an die Hand, die der 
S. 128 beschriebenen, für Gase bestimmten, einigermaßen 
parallel geht. Man komprimiert sehr schnell und beobaobtrt 
die Kompression erst vor merklioheiii Wlnneaiug^eicli und 
Bodami Dach HerBteUimg der Anfinigitempentiir; das Yer- 
hSltDiB der beiden MesBongen ist 

Wir wollen nicht nntenassen auf den Zusammenhang der 
erhaltenen Foimehi mit den f&r ideale Gase geltenden Glei- 
chungen der Adiabate t^p^f und der IscSheime vp^h 
aufmerksam au machen^ ans denen folgt 

dv\ (äv\ 1 

väpj,!^ PH \vdp}^ p' 

Diese Beziehungen stimmen mit (66) und (67) überein; ^ findet 
sich dabei— 1/p. 

§ 98. Die Energie und der scheinbare Cohäsionsdmck. 

Von den Ausdrucken für das Differential der spezifischen 
Energie ds, die sich bei Anwendung verschiedener Unab- 
hängiger meben, interessiert besonders der dem System 
also den vanabeln v und ^ entsprediendCf welcher lautet 

Ist y„ vom Volumen nicht merklich abhängig, so liefert 
dieintegrabilitätsbedingung für dt dip Be2:iehiing d^pjd'&^ ^0. 

Die Energicändpnmg kruin nach (08) in zwei Teile zer- 
legt werden: eine Erwärmung bei konstantem Volumen (also 
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oime Arbeitsleistung) und eine Dilatation bei konstanter 
Temperatur. Die letztere entspricht einer Arbeitsleistung 
an der Masseneioheit ohne Wärmezufuhr von dem Betrage 

(69) äa (p-^ll)^^; 

äa hat also dieselbe Grofie, als w3re bei d»r Düatatioii nicht der 
Sofiere Druck soodanii vermindert um eiiieii G^endmck 

(70) p'^^^dpjd^ 

m fiberwinden. Die Natur and die Herkunft dieses Druckes 
ist snnachst unbekannt, man kann Dor sagen, dafi ein posi- 
tives p' eine Thülens des Körpers, sich m kontrahieren, 
ein negatives eine solche, aioh zu dilatieren, repräsentieren 
Wörde; denn für das diesem p' mit enlgegmgeeetstem Vo«^ 
zeichen verbundene p gilt das Entgegengesetzte. 

Für Körper, die das Boyle-Gaj Lussacsche Gesetz 
j)t?=« 7? befolgen, ist (bei konstant erhaltenem r) dp'd§ = 
bei ihnen ist also p~p'. Dies gibt die Deiitnnf!; an die 
Hand, p' als die innere Dilatationsspannung des betrachteten 
Körpers anzusehen, die bei idenleii (iasen, d. h. Körpern ohne 
merkli(;iie Cobäsion, dem äuJieren Druck gleieh ist. dagegen 
im allgemeinen von demselben um den Betrag eines Co- 
häsionsdruckes 

(71) 

abweicht. 

Sieht man v uiid. i) als Unabhängige an, schreibt also 
Formel (55) 

(72) dp^-ß[ad^^-^), 

so wird dpjd^^alß, also nach (70) 

(73) p'^^ajß. 

Vergleicht man dies Resultat mit der Formel (58), so 
nebt man, daB p^ proportional ist mit der auf 1 ^ bezogenen 
Änderung des Druckes, die der Körper erfBhrt> wenn er in 
feste Wände eingeflchloBsen, erwannt wird. Belxmchtet man 
a und ß als konstant und integriert Fonnel (58) von 

0 bis 80 resultiert 
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unser p' ist also gleich der Drucksteigerung, die der Korper 
erfahren würde, wenn man ihn beim absoluten ^Nullpunkt 
der Temperatur in einer festen Hülle eingeschloppen und 
dann bis zur gegenwartigen Temperatur enväruit hätte. 

Für Quecksilber wird naeh den obigen Zahlen bei 
^ = 273** p' = 1,64.10* Atm., nimmt dso eioe enorme 
Größe an. Für Wasser zwischen 0® und 4^ Celsius ist 
a <0, also }y<0. Da nun aber Wasser in diesem Bereiche 
unzweifelhaft eine Cohäsion besitzt, bu ergibt sich, doli die 
Deutung von ^j' resp. pc niir ein ßild ist, das eine gewisse 
Formel anschaulich machte dem aber keine allgemeine Realität 
beigelegt werden darf. 

§ 99. Nieht nmkelirlNire ZustaudsändenuigeB» 

Bei den früheren Entwicklungen^ welche die zweite 
Haupteleichung, also den Wert von äü resp. ä(o betrafen, 
ist jederzeit die ToranBsetsang geouioltt worden, daß die 
ZustandsSndemngen, um die es sich handelt, umkehrbar 
sind, also nur Zustände beröhren, die sich von Gleichgewichts* 
zustinden unendlich wenig imterscheiden. Der gefundene Aus- 
drude äio^Mfi wird unrichtig, so wie es sich um nicht 
umkehrbare YerSnderungen handelt 

Wenn aber auch die sweite Hauptgleichung hier auf- 
hört^ anwendbar zu sein^ so bleibt doch die erste, nSmlieh 
die Energi^leichung 

(74) d£ äa äoj 

gähig, und diese liefeit immer dann einen Wert von ä(o, wenn 
außer dem stets durch mechanische Betrachtangen abzu- 
leitenden äa noch de bekannt ist. 

de ist aber immer dann angebbar, wenn die betreffenden 
Zostandsanderungen mit Gleichgewichtszuständen sowohl be* 
ginnen, als endigen, sich auch auf reversiblem Wege be- 
wirken lassen, und wenn hierfür äa und äco bestimmt sind, 
was wir nach dem vorstehenden nls prfiillt annehmen wollen. 
Indem man die auf reversible und auf iiTeversible Vorgänge 
bezüglichen Funktionen durch die Indizes r und i kenn- 
zeichnet, kann man dann die obige Formel schreiben 

(75) (äa -f ä(o)r = (äa + ä(ü)i, 

Voigt, WiffaMitliie. 15 
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Bennftrt man z, B. den Ansdrack (68) f8r df« « fßa + äa>)r, 
"wobei der Indcss r fortgelassen werden nutg, so erlilöt aan 

(76) y.rfd - ^ll) = + 3«),. - 

Wir haben 8. 104 erörtert, daß eine Dilatation gegen 
Unterdrack {p^ <p) ein iireversibler Vorgang ist Seteen wir 
diesen vocans^ so haben wir die Fonnd 

(77) y.^^-((p-|,,)--^||j dp = «ov, 

wodurch sich diejenige Wärmemenge bestimmt, die nötig isl^ 
um die Zustandsändenmg dd, dv durch eine Diktalaon gegen 

den Unterdrnrk jni bewirken. 

Führt man hierin für dv und dpldd die Ausdrücke aus 
(55) und (72) ein, so erhalt man bei konstantem a und ß 

(78) rwd^+Pi,dv-i'ijd{ai^-^ßpy = äcü,; 

dabei läßt sich die linke Seite integrieren, wenn man auch 
als konstant betrachtet und Vj als wenig veränderlich, mit 
einem konstanten Mittelwert Vq vertauscht. 

Zwischen zwei Grenzen (1) und (2) genommen liefert 
die Gleichung 

^^^^ -M)*)-(«>u)o 

und damit den Wert der für eine endliche irreveiBibls Zn« 
standsandemng aufzuwendenden Wärmemenge. 

Noch wichtiger als diese Verwendung der vorstehen» 
den Betrachtungsweise ist aber eine andere; falls nämlich 
{äa + äm)t gegeben ist, so kann man daraus nach (76) bei 
gegebenen dv das entsprechende bestinunen, d. h. bei 
einem huisichtlich des äußeren Aufwandes an Wärme und 
Arbeit und hinsichtlich der stattßndenden Volumenänderung 
yorgeechriebenen ineversiblen Vorgang die begleitende Tem- 
peraturandemng berechnen. 

In dem speziellen Fall, daß der äußere Aufwand ver- 
schwindet, z. B. also der äußere Druck Pq Null ist^ und keine 
Wäcmemfiihr stattfindet, haben wir nach (77) 
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(80) ä.=^(^-^%Yy,. 

wofür man nach 223 und 224 schreiben kann 

(81) = (p— jpO — - • 

Ein Körper steigert oder erniedrigt also bei 
einer Dilatation ohne Wärme- und Ar l)citsz!if uhr 
seine Temperatur, je nachdem jeaer scheinbare 
Cohäsionsdruck negativ oder positiv ist. 

Für tropfbar-liüssige und feste Körper gibt dies nach 
(73) auch 

was «eh in speziellen Fallen leicht bereolmai lifii 

Wendiet man die Formd muf Quecksilber an, das wavott 
unter einem Druck von 100 Atm. um den 3.10~^ten Teil 
komprimiert ist^ so dafi — dv * 3.10~S und das sieh nun 
ohne Gegendruck expandiert, so eigjObt die Formel wegen 
pc = 1,63.10* Atm., llv = Q^ 13 600, « c, • «T = 0,032 • 427 
das Beenltat » — 0^10- S\ also eine der Beobach- 
tung kaum zugängliche Abkfihlung^ 



IS* 
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IV. Abschnitt 

Die wirkUehen Gase. 

§ 100. miatation bei vnyollstllndiger Arbeitsldstim^. 

Die Körper, die wir im 2. Kapitel behandelt und als 
ideale Gase bezeichnet haben, waren durch Eigenschaften 
charakterisiert, die bei den wirklichen Gasen in großer An- 
näherung stattfinden und anscheinend oline physikalische 
Unmöglichkeiten in Strenge stattfindend gedacht werden 
duiftiai. Um die Gesetze der wirklichen Gase zu erhalten, 
bedarf es der Beobachtungen über die Abweiohnngeii von 
jenen idealen Eigensobaften^ die zwar in erbeblicher Anzahl^ 
aber doch nicht in emer zur Au&tellung der allgemeinen 
Theorie völlig auareichenden Art vorliegen. 

Nach den Auseinanderaetsangen von § 9S bandelt es sieb 
inabeaondere um die strenge Zuatandagleicbimg ^^F{v,p) 
der Grase und um das Gesete ihrer spezifischen Winnen* 
Beobachtungen über die erstere haben den Übelatand, daß 
bei ihnen die Abweichungen vcm dem Boyle-Gay Lussac- 
schen Gesetz vp^B^ sich stets als Differenzen zwischen 
einer beobachteten und einer nur wenig davon verschiedfflien 
berechneten Größe geltend machen. Beobachtongen über 
die Veränderlichkeit der spezifischen Wärmen mit Druck 
und Temperatur bieten überhaupt große Schwierigkeiten. 

Angesichts dieser Sachlage ist es nun von großer Bedeu- 
tung, daß die Betrachtungen des letzten Abschnittes uns 
Wirkungen kennen gelehrt haben, die bei idealen Gasen mit 
Strenge verschwinden, somit, wenn sie bei wirklichen Gasen 
auftreten, in iiircr vollen Starko diircli deren Abweichungen 
vom Idealzustaud bedingt sind und auf diese Abweichungen 
direkte Schlüsse gestatten. Die Beobachtung dieser ilk'schei- 
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nungen bei wirklichen Gasen und ihre Verwertung in dem 
angedeuteten Sinne ist der Gegenstand einer klaasischen 
Untersuchung von W. Thomson und Joule*). 

Die betreifenden Untersuchungen benutzten ähnlich, wie 
die Joule sehe Bestimmung des mechanischen Wärmeäqui- 
yalentes durch die Dilatation eines Gases (s. S. 87), eine 
Anordnung, bei der die lebendige Kxaft des auä einem 
Rezipienttin aubSLiömeDden Gases durch eine Reibungswirkung 
soweit herabgesetzt wurde, daß man den schließlichen Zustand 
anffenShert als Gleichgewichtssnatand betrachten konnte. 
Inj [essen bestand darin ein wesentiieher ünAeraehied^ daß 
nidit die AbkOUnng des Bezipienten^ sondeni die Tem- 
pmtnr des aosstrOmenden Gases n. zw. unter ÜmstSnden 
beobabbtet wurde, wo die von anfien ankommende WSrme- 
menge als verschwindend betraebtet werden dufte. 







i 




2 


1 4 

1 



Die Anordnung war kurz gesagt die^ daß die Aos- 
8tr5mung des Gases ans eaam Be^[Henten, in dem der 
Druck ^ durch dne Pumpe konstant erhalten wurde, in 
einen Raum mit dem gleichfalls konstsnt erhaltenen Druck 
durch einen porösen Pfropfen aus xnsammengepreßter Seide 
oder Wolle verzögert und die Temperatur des Gases ^^p. 

vor und hinter dem Pfropfen gemessen wunle (s. Fig. 33). 
Das Stöek des Ausflußrohres, weCdies den Pfropren und die 
Thermometer enthielt» war durch eine adiathermane Hülle 
geschützt; infolgedessen entstand, wenn der Ausfluß hin- 
reichend lange angedauert hatte, ein Zustand, bei dem die 
Wand^ resp. der Pfropfen, an jeder Stelle merklich die 
Temperatur des mit ihm in Berührung befindlichen Gases 



♦) W. Thomson u. Joule, Phil. Transact. T. 144, S. 321, 1854; 
T. 162, S. Ö7B, lö62. Lord Kelviii, Math, and Pbys. Pap. T. 1, 
S. 888 Q. f. 
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besaß and letelerem demgemSB weder Winne mitteflte Boeh 

entzog. 

Zum Zwecke der Ableitung der Tlieorie des Vorganges 
wenden wir die Gleichnnp; der Energie auf ein Massensystem 
an, bestehen<l aus Koiir, Pfropfen und einem zwischen zwei 
Querschnitt* II (j;^ und befindlichen Gasquantum, das Dach 
dem 2jeiteleraent dt eine Position zwischen den beiden 
Querschnitten und q{ erreichen möge. Sind die Ver- 
Bchiebungen der beiden Querschnitte resp. dsQ nad ds^, so 
ist die in di zugeführte Arbeit 

die BC^^efilfaite W&me ist gleidh Null, wir haben also 

(83) äE=Po 2o (^0 — JPi 2i 

Die Energie des betrachteten Systomes ist aber In 
beiden Zeitpunkten an jeder Raumstelle dieselbe, abgesehen 
von der Energie des Gases zwischen Qq und qi, die (mit dem 
Gras selbst) von dort verschwunden, und derjenigen des 
Gases zwischen qi und qi, die dort neu austreten isL 
Alles, was sich in dem Pfropfen abspielt, hat keine Änderung 
der Energie zur Folg-e, welche Große ja nac^h der bezüglichen 
Gleichunfi; überhaupt niemals durch innere Prozesse eines 
Systemes, sondern nur durch äuÜerc J]in wirk untren variiert. 

Demgemäß haben wir, wenn wir die Dichten und die 
spezifischen Energien des Gases vor imd hinter dem Pfropfen 
mit Qi und e^, bezeichnen^ nach (83) 

Nun sind So^% Üi^h Volumina desselben 
Gftsquftntnms vor und Unter dem Pfropfen, Wir können 
^eset Quantum gleich der Masseneinheit wfihlen; dann ist qd9 
gleich dem spegmechen Volumen Vy und qv^I; somit gilt 

(85) ei — eo= Pn % — Pi h » 

d. h., das Gas verhält sich ebenso, als wenn seine Massen- 
einheit sich ohne Wärmeziüahr unter der Arbeitszttfuhr 
Jh^i — Po^'o von Vq auf diktiert hätte. 

Da in unserem Falle die Dnicke direkt vorgeschrieben, 
die Temperaturen gemessen sind, so wählen wir als Unab- 
hän^rige passend das Paar p, ^ und erhalten dann nach dem 
System b'O (39) 
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"wahrend wir in dem Ausdruck fiir die Arbeit 5a «= — pffw 
das spezifische Volumen als intermediäre Variable beibehalten 
wollen. Da noch — e^^fde iat, so lieiert Gleiohang (85) 



oder nacih teflwdser Iht^iation des letzten Gliedes links 



Für Körper, welche, wie die idealen Gase, dem Boyle- 
Gay Lussac sehen Gesetz folgen, ist der Faktor von dp 
gleich Null ; für bolclie kann sich also auch bei der beschrie- 
benen Dilatation eine Temperatmänderung nicht ergeben. 
F&r die wirkHchen Gase ist die Temperaturandenmg sehr 
klciii^ kann also jedenfidls / ytd^ mit yv(^i — ^q) vertansobfe 
werden. Da die Beobachtung — bei derselben Anfang»- 
temperainr sehr nahe proportixHial za — Pi ergab, so 
daiaoSy dafi der Faktor von dp nur wenig mit p variiert 
Sonach kann man in Annäherung setsen: 



Die von Jonle and Thomson erhaltenen Beenltate*) geben 
Im der Expansion von Drooken zwischen 3 und 6 Atm. auf 
1 Atm. für Luft nnd Kohlensäure Abköhlungen, die anl 
1 Atm. Druckdifferenz reduziert» nnt steigender Temperatur t 
(nach Celsins) in folgender Weise almehmen. 




(87) 



(Ol) 



§ 101. Beobaehtnngsresiiltaite» 



(88) 



dp Pi—Pc V 



Luft 



1 = 00 



£ dp = 0,27b 



7,1 
39,5 
92,8 



0,263 
0,224 
0,153. 



*) Iiord Ktlvin, I. o., S. 489. 
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Kohlensäure r^O*^ d&jdp^lßd 

7,4 1^1 

35,6 1^2 

54^ 0,88 

97,5 0,64. 

Diese Beobachtung^en lassen sich für Luft mit großer, 
für Kohlensäure mit gcriogercr Genauigkeit durch die Inter- 
polationsformel 

darstellen, in der jj, den Wert von d^/dp fiir f> -= , d.h. für 
0® Celsius darstellt und für Lufl =0,275, für Kohlen- 
säure — 1,39 ist Dabei ist der bestimmte, bei den Beobaoh- 
tangen herrschende mittlere Dnick vorausgesetzt; es ist aus 
tiiecwetiBchen Gründen sicher, daß ja, mit diesem Druck 
variieren muß, aber die genannten Beobachtungen reichen 
nieht aus, diese Abhängigkeit zu bestimmen. 

Neuere ßeobachtunp^en *) haben für Kohlensaure ei^ben, 
daß innerhalb mäßiger Grenzen des Druckes jU eine lineare 
Punktion von p ist, also z. £. 

(90) A»-i«oa+«tP) 

gesetzt werden kann, wobei für Kohlensäure /i^ == 1,18, 
»»0,0107 ist 

§ 102. Theoretisehe Folgemngen. 

Welches aber andi das Gesets von sei, stets lassen 
och gemse allgememe theoretisohe SoUnsse aus der Formel 
(89) siehen. 

Die Kombination y<m (88) und (89) liefert nSnJich 
oder, da fi nur p enthält, 

*) £. Nataneon, Wied. Ann. 81, p. 608, 1887. 
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Nim ist nach (3d>) 

dp ^e^^' 

wir erhalten also durch Elimination von v, wenn wir noch 

(93) ftdp=-dP, jfjLdp==P 

setzen: 



(04) 



Erweitem wir dies mit 1/^^ so eigilyt ach 



wegen = ^ dd^ hat diese Gleicfamig die Form 

welche durch jede FnnktLon von — 3#{P befriedigt wird» 
Wir erhalten somit 

Die unbekannte Funktion F wäre bestimmbar, wenn 
das den beobachteten Gasen entsprechende für sehr kleine 
Drucke, also auch sclir kleine Werte P, als Funktion von ^ 
bekannt wäre. Dies ist leider nicht der Fall, und die Be- 
stimmung von F ist somit vorläufig noch nicht mit einer den 
Beobachtwigen über d^ldp entsprechenden Genauigkeit duroh- 
f&brbar. 

Wir bdialten sonSohst F bei und sdireiben bei semer 
Einföhnmg Formel (91) 

hi»». folgt 

wobei f[p) an Stelle der Integiationskonstanten hinzuzufügen 
isty da ja von ^ und p abhängt 
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Wenn die wirklichen Gase sich bei wachsender Ver- 
dünnung mehr und mehr dem Idealrastande aimihem, so 
mufi die letete Formel fOr sehr kleine p in 

ü. _ ^ 

übeigdien^ d. h. es mofi gelten 

Hm (/«l.j>(*»_3#JP)^ +pf{jf^-B. 

Da Ff welehes naeh (93) mit p veraebwindet^ in F ad- 
ditiv mit — ^*/3 verlMinden ist» so kann das Integral nicht 
mit abnehmendem p unendlidi werden wie tjpi es muß^ 
demgemfiß pf(p)'^B sein^ und wir erhalten fOr die Zu- 
standsg^eioiiimg 

(98) vp ^ iip^jF{^^ — Z^F)-^. 



§ 103. Blnfahning einer Anuähemng. 

Das Resultat vereinfacht sich sehr, weün man mit 
W. Thomson sowolil ^jl alö kouötant annimmt. Dann 
gibt (91) unmittelbar 

also 

J ^W^f^^ 

oder bei Bemitsmig der obigen Schlnfireihe 
(99) 

was wir bei Kinffthrnng einer Abkürzung ß schreiben 
(100) 

Rankine hat die Beobachtungen Regnaults fSbest die 
Abweichungen der Gase von dem Bojle-Gay Lassacsehen 
Gesets durch die Interpolationsfönnei 
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daigestellt Wendet man hier in dem Korrektionsg^ied die 
nnkorrigierte Fonnel «= B^/p an, so ergibt sidi 

was mit (100) überemstimmt. 

Die erhaltene korrigierte Zustandsgieichung wollen wir 
benutzen, um gemäß (71) den scheinbaren Cohasjonsdrack 

für ein Gas zu bestimmen, das die durch die vorstehend be- 
' schriebenen BeobachtuiiL^( n festgestellten Eigenschaften! 
einen l)estiinraten Koeftizienten besitzt. 
Wir haben nach (100) 

p B , ^ ^ y ß 
und liieraus eigibt sich unmittelbar 

Wendet man die Formel auf 0® Celsius = ^o) 
Atmosphäre Druck an und benutzt, daß die obigen Zahlen 
für /ti diese Dmckeinheit voraussetzen, nimmt auch für 
Luft X = 1,40, iur Kohlensäure x = 1,27, so erhält man 
fiir den scheinbaren CohRsionsdnick bei Luft den Wert von 
rund 0,0024 Atm., bei Kohlensäure von 0,016 Atm. 

Wir haben uns im Vorstehenden wesentlich an die von 
W. Thomson und Joule gezogeuen Folgenmgen ange- 
schlossen. Indessen kann man die fundamentale Fonnel (88), 
nämlich 




noeh anders verwerten , indem man fnr den Zosammenhang 
ewisdien v und 0 die nach 8. 7 von Yan der Waals ge- 
gebene Erweiterung des Boyle-Gay Laasaoadiett Gesetzes, 
auf die wir im übrigen hier noch m<mt ausffihrlicher eingehen. 
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benutzt. Nach der dortigen Formel (10) kann mau schreiben 



wobei a, h, B positive Konstanten bezeichnen, und wobei 
für wenig vom Idealzustand abweichende Grase a/t^* klein 
neben p, h klein neben v ist. 

Vernachlässigt man das Glied zweiter Ordnung abjv^, 
80 hat man einfacher 



Die Van der Waalssche Formel ergibt also auch eine 
mit abnehmender Temperatur wachsende Abkfihhmg, aber 
(wenigstens bei als konstant geltendem }'p) nach einem andern 
(jesetz verlaufend, als nach d( r Interpolationsformel (89). 

Von besonderem Interesse ist das- RpHultat der Theorie, 
daß nach der letzttin Formel d{^!dp sowohl positiv als negativ 
sein kann, je nachdem das erste oder das zweite Glied der 
Klammer überwieget. 

Übrigens steht in der Van der Waalsschen Formel 
nach seinem Auftreten neben p die Größe a/v* einen Cohasions- 
druck dar, der somit durch Formel (102) in einen andern 
und Bicherern Zusammenhang mit d'&idp gebracht ist, als 
durch die frühere Formel (101). Auch nach ihr berechnet 
ergeben die Beobachtungen von Joule und Thomson einen 
poBiüven Wert dee Cobasionsdrackes. 

Das Berahat^ daß die Gase eine Gohision besitaen, 
welches durch die beschriebenen üntersuchungen zoin eraten- 





worans folgt 





also bei gleicher Annäherung 
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mal festgestellt worden hty hat viui' große Bedeutung für 
den Ausbau der molekularen oder kinetischen Theorie der 
Gase gehabt. In der Tat, wenn der Druck, den ein Gas 
auf das einschlieüende Geliiii ausübt, nicht auf abstoßenden 
Kräften zwischen seinen kleinsten Teilclieii beruht, so kann 
er kaum anders erklärt werden, als durch die Annahme von 
Stößen, welche die mit großer Geschwindigkeit bewegten 
Teilchen auf die Gefaßwände ausüben. Auf den beiden 
Hypothesen der StöJße und der Attraktion der Gasmoleküle 
boniht aber die moderne Gastibeoiie. 

§ 104 Bie Linilesche mtemaseliiiie. 

Die Joule-Thomson sehe Entdeckung von der Ab- 
kühiujig eines Guses bei der Ausdehnung unter unvollständiger 
Arbeitßleistong hat auch eine sehr wichtige praktische 
Verwertung gefunden, indem Linde*) darauf die Konstruktion 
einer sinnreichen Kältemaschine g-egründet hat. Wir müssen 
uns damit begnügen, hier nur diis Prinzip auseinanderzubetzen, 
nach welchem diese Maschine wirkt. (Fig. 34.) 

Das durch einen Kompressor C auf den Druck rmd 
daroh einen Kühler K auf die Temperatur gebrachte Gas 
tritt in das innm Rohr des sog. Gegenstromappaiates 
eines nadi außen sorgföltis thermisch isolierten (in Wahrheit 
Bpiralig aufgewundenen, sär langen) Doppebohres. In dem- 
selben eniiediigt sich in sogleich an erörternder Weise seine 
Temperatur, und das Gras gelangt mit der tieferen Tempera- 
tur ^1 an die enge AusströmungsöfiPnung o nach dem Sammel- 
gefSfi 8, in dem der Druck herrschen möge. Bei der Aus- 
strömung sinkt die Temperatur auf t?^, wobei nach den JouIcp- 
Thomsonsdien Beobachtungen ffir Luft 

#,-*,-0^76(ft-A)(^)' 

ist, die Drucke in Atmosphären ausgedrückt. 

In dem Sammelgefäß befindet sich infolge des an- 
dauernden Prozesses bereits Luft von ein wenig höherer 
Temperatui- al^ diese (wie die Gefäßwand) wird durch 
den neuen Zuslrom ein wenig abgekühlt und zugleich das 
Gas mit dieser immer noch gegen i^j^ emiediigtea Temperatur 

*) Linde, 17l«cL Ann. Bd. 67, p. 828, 1890. 
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in das äußere Hohr des Gegenstromapparates getriebcD. 
Indem die Luft dieses äußere Rohr durchläuft, kühlt sie 
gleichzeitijs: die Dachströinende Luft im inneren Rohr ab, wie 
das bereits oben benutzt iist, und gelangt merklich mit der 
l'emperatur des Kühlers nach dem Kompressor zurück, 
um den Kreislauf von neuem za beginnen. 




Fi«. »1. 



Nach jedem Zirkel eines Luftquantums ist die Austritts- 
temperatur ein wenig mehr heruntergedrückt, und in Ver- 
bindung damit wächst gemäß der obigen, freilich zunächst nur 
für ein kleines Temperaturbereich er|>i obten Formel die Größe, 
der Abkühlung — bei der Dilatation von auf p^. 
Da indessen auch die Wärmezufuhr von außen mit abnehmenden 
Temperaturen zunimmt, so erfolgt die Abkühlung des GhiseB 
in G und 8 nicht in erheblichem Maße beschleunig Ist 
endlich die Temperatur m 6er öffoung o der Kondeu- 
Bationstemperatur hinreichend nahe^ so kond^uiert sich die 
ausströmende Gaamei^. Von jeUt ab ist die Temperatur* 
verteituDg in dem Apparat konstant» indessen muß snm Er- 
Bttte der kondensierten Luft dauernd neue durch den Kom* 
pressor angesogen werden. Ein Teil der ans o austretenden 
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Luft geht aber jederzeit in dem äußeren Kohr des Gegen- 
stromapparates zum Kompressor zurück^ hierbei die im inneren 
Hohr nach strömende abkühlend. 

In einem stationären Zustand ist die Lindesche Maschine 
im Grunde mit dem Joule-Thomsonschen Apparat identisch 
and kann direkt su Beobachtungen über das Gesetz der 
Abkühlnng eines Gases infolge einer Dilatation gegen Untere 
dtaek benutet werden; aucb sonst ist dies in einer gewissen 
AnnShening w^en der fdrtisch sehr langsamen Änderung der 
Temperaturen der FalL Beobaditnngen an dem Apparate 
bei J3^^65, jj^»22 atm. haben gezei^^ dafi die Jonle- 
Thomsonsche empiiisdie Fonnel in weitem UmiGu^ (bis zu 
— 125^ Celsius) die Abhängigkeit der Abkühlung von der 
AnsstrSmnngstemperatur befri^igend darstellt» 
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V. Abschnitt 

Die absolute Temperaturskala von 

W. Thomson. 



§ 105. Beflnitioii mit Hilfe des Carnotschen 

Kreisprozesses. 

Die abacdote Temperatur mit der wir irnYorstefaendeii 
operiert haben, ist nach S. 4 dmrdi das Gasthennometer 
definiert^ d. h.> es ist ffir die yom Veüflfiaajgnngspankt hin- 
reichend entfeniten Gase die Formel 

(104) vp = Bd^ 

angesetzt worden und hat hier bei verschiedeoen Gasen auf 
angenähert diesdbe Skala für ^ gefölirt Indessen stimmen 
die Angaben von Gasthermometem, die mit verschiedenen 

Gasen (0, H, N) gefüllt sind, doch keineswegs streng 
übereil! , und in dem sehr allt^emcinen Falle, daß bei kon- 
stantem # da«? Produkt iiiit p oder v variiert, verliert 
die ^nze ijeüiiltiori ihren öüin, es sei denn, daß rn.'in noch 
den Druck oder das Volumen vorschreibt, bei dem die 
Formel (104) zur Festsetzung der Temperaturskala be- 
nutzt werden soll. Letztere ist also, ähnlich, wie die 
iiiteie Definition der Temperatur mit Hilfe des Queck- 
silbertherrnometers, die jenseits des Siede- und des Ge- 
frierpunktes gänzlich versagt, zugleich willküi'lich und be- 
schränkt, wenngleich beides in einem geringeren Maße, 
als jene. 

Den Schritt zu einer Temperaturskala, die man mit 
einem gewissen Hechte als absolut und als uatürlicli bezeichnen 
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k<nin, verdankt man W. Thomson'^); der dabei leitende 
Gedanke hat eine nahe Verwandtschaft zn demjenigen, dnroh 
welchen nach S. 4 der Übergang von der Skala des 
Quecksilbertbernionieters zu derjenigen des Lufttheimometers 
vollzogen worden ist. 

Nncb 5^ UU, resp. nach dem zweiten Hauptsatz, best< lit 
bei einem direkten Carnotschen Kreisprozeß zwischen den 
Wärmemeng-en und die aus dem Reservoir von der 
höheren Temperatur i% entnommen und an das Kesers^oir 
von der tieferen Temperatur abgegeben werdenj die 
Formel 

<i<») f-f- 

Diese Beziehung ist in letzter Instanz mit Hilfe eines 
Körpers (eines idealen Gases) abgeleitet, für welchen bei 
konstantem Wärmezustand das Produkt vp konstant ist; die 
im Nenner der Formel (105) auftretende Funktion ^ ist bis 
auf einen konstanten Faktor eben jenes für den Wärme* 
zustand der Reservoire charakteriscke Produkt vp. 

Nun gibt es aber allem Anschein nach keinen Körper^ 
für den das Produkt |)v bei allen Warmezustanden vom 
Druck unabhängig ist. Man kann indessen die zunächst unter 
Zugrundelegung einer gedarhten, aber streng nicht realisier- 
baren Temperaturskala a])geleitete Formel (105) umgekehrt 
zur Definition der Temperatur verwenden, gerade wie 
man zuvor die Formel (104) nach S. 4 aus einem empi* 
rischen Gesetz in eine Definition verwandelt hat. 

Nach dieser Bestimmung W. Thomsons würden 
also die Temperaturen und t% zweier Bäder in 
dem Verhältnis der Wärmemengen stehen, welche 
bei einem zwischen ihnen ausgeführten umkehrbaren 
Carnotschen Kreisprozeß aus ihnen entnommen oder 
an ^ie abgegeben werden würden. 

Es ist klar, daß durch diese Definition eine Temperatur- 
skala aufgestellt ist, welche keinen einzelnen Körper bevor- 
zugt und zur nnmeriBohen Bestimmung einer oelidb^n 
Temperatur nur noch die Festsetzung eines Fnpunms, 
z. B. (= 273) flSr den Zustand des schmelzenden ISses 

*) W. Thomson, Fhfl. Mag. T. 88, S. 818, 1848; P*pert, 

T. 1, S. 100 n. 893. 

Voigt, Wärmelehre. IG 
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erfordert. T^'k^ in flioRem Abschnitt noch vorhaiKlcnc Be- 
schränkung auf Ivorpt 1 iinfpr allseitig gleichem Druck wird 
überdies unten auch noch beseitigt werden. 



§ 106. Realisatioii der Tliomsoiiselieii Temperatarskala 
mit Hilfe reTersibler Prozesse. 

Selbstverständlich liefert iVu^ Thomsousciie Festsetzung 
nur eine Definition der Tf nip* ratur, aber direkt noch kein 
Verfahren für ihre cxperimentelie BesLimmung; denn die 
l:)eobai litnng des herangezogenen Kreibprozesses ist keiner 
nennenswerten Genauigkeit fähig. Es sind überhaupt auch 
keine neuen Beobachtungen zui' Ausarbeitung der Thoiusuu- 
schen Skala, resp. was damit übereinstimmt, zur Korrektion 
der Skala de.s Lufttheinuineters nach dem Thom-onschen 
l'rinzip nötig. Jede vollständige uud zuverlässige Beobach- 
tungsreihe über die thermodyuamischen Eigenschaften eines 
wii'klichen Körpers reicht in Verbindung mit den allgemeinen 
Sätzen der Thermodynamik innerhalb des Beobachtungsinter- 
vaJleB zu diesem Zwecke aus^ wobei nur 211 bedenken ist, 
daß nach dem von uns jetzt eingenommenen Standpunkt 
jene Sätze nur unter Zugrundelegung der Tliomson-^ 
sehen Skala gelten, während die Beobachtungen 
sich auf die Skala des Gasthermometers (etwa bei 
Füllung mit Luft) beziehen. 

Wir woUen, um die allgemeinen Formehi in unver- 
änderter Gestalt anwenden zu können, mit ^ weiterhin die 
Thomson sehe Temperatur, mit t die am Luftthermometer 
gemessene und nach Celsius reduzierte bezeichnen. 

Bei Benutzung der Unabhängigen v und 1^ nimmt die 
Gleichung der £neigie die Form an 

de - (— ii + ^ 1^) ^?|; + ^ d^, 

es ist also 

(106) ::=-i>+*l-i 

und wegen (30) auch 

(107) 
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Wir wollen nuD annehmen, e (resp. de/dt^) und p seien 
durch die Beobachtung als Funktionen von v und r bestimmt» 
Dann setzen wir, da, ^ in p nur mittelst t auftritt^ 

und erhalten aus (107) 

(109) -r= . ii //i 

Hier stehen im Zähler und Nenner bekannte Funktionen 
von « und t; da aber ^ nur durch r allein beBtimmt ist^ so 
ma£ t; in dem Quotienten herausfallen, wenn anders die 
empirischen Gesetze für £ und p mit den Grundsätzen der 
Thermodynamik im Einklang sindi Demgemäß muß es für 
unseren Zweck auch genügen, wenn p und dsjdv für ein 
beliebiges spezifisches Volumen ab Funktion^ von x be- 
stimmt sind. 

Die Integration der Formel (109) liefert die gesuchte 
Beziehung zwischen ^ und r, also die Reduktion der Skala 

des Lufithermomotcrs auf die Thomson sehe Skala. 

Dor Ausdrndc p'\-dejdv im Nenner von (109) hat eine 
einfache Bedeutung. Naoh (106) ist nämlich 

zugleich gilt 

5a> - i>fl(j? = ^ (Ii dt? + Ii dt) • 

Die Kombination der beiden Formehi zeigt, daß der frag- 
liche Klammerausdruck die Wärmemenge darstellt, die der 
MaBscneinheit des Körpers zur isotheriiieii Dilatation um dv 
niitgetoilt worden muß, diese dividiert durch dv. Hiervon 
kommt in der Formel (109) der Wert für ein bestimmtes 
(milk ürl ich es) Volumen bei wechselnder Temperatur vor. 

Aber diese einfache Bedeutung ermöghcht keine em- 
fache Beobachtimg der betreffenden Größe. Immerhin ist 
gezeigt, wie bei Benutzung von Beziehungen, die sich auf 
reversible Froaease beziehen, der Übergang v<hi der Skala 
des Luftthermometers zu derjenigen von Thomson mög- 
lich ist 

16* 
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§ 107. Realisation der Thomson sehen Skala mit 
Hilfe eines irrerersibeUi Torsanges. 

Einen bequemer diirchfülu baren Weg bietet die in 
§102 benutzte Beziehung (88) für die Ausdehnung bei un- 
vollständiger Arbeitsleistung 

die auf dem jetet eingenommoien Standpunkt wdmm die 
Thomaonache TemperatorBkala varaiunetEt, vihrand die 
Beobachtungen über die TemperaturiUideraiig mit dem Gas- 
thennometer angestellt rind. Es ist demgem&fi au setsen 

dd^ d-^ dr Sv dv dx 

dp'^'dtdp' I^^Iid^' 

und nach (89) 

ii- ( '0 V 

wodurch aus (110) wird 

Da die Thomson sehe Skala von derjenigen des Gas- 
thermometers in dem Bereiche, auf das sich die Beobadi- 
tuiigea beaehoi, nur sehr wenig abwddif^ so eetaen wir 

(112) '^^r, + r + ö^ S-l-^g 

und betraditen d als klein neben Tq + t, döjdt a]s klein 
neben 1. Demgemäß liefert Gleichung (III), wenn wir noch 
yorubereehend tq + t in T abkürzen, bei Beschrankmig auf 
die nie£jg8te CMnung 

A*TSy, + Wt;^(J+(5)|;) 

(113) ^ 



Bildet das Gas, auf das sieh die Beobachtungen von 
dxjdp beziehen, zugleich die Füllung des Thermometers, und 
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wird bei letzterem die Voliinieu äncleruag bei kon- 
stante m Druck gemessen, so ist eiuiachst 

(114) v^iHi(to-hT) = VoT, 

und die vorstehende Gleichung wird, wenn man noch fj^ily^jv^ 
in M abkürzt, zu 

(1 1 5) (Jf- d) + iM+ T'^) — - 0. 

Die Grüße M sollte hierbei voiu Druck unabhängig sein, 
was nach den Interpolationsformehi, welche die Beobachtung 
an die Hand gibt, nicht erfuUt ist; man wird sich daher bei 
der Bereohnimg anf einen bestimmten Draok besofaränken 
müssen, für den Beobachtungen vorliegen. Da obenein die 
Abhängigkeit der GröBe M von der Temperatur unbekannt 
ist^ 80 mtifi man die Annäherung Jf«Konst einf&hren. 
Unter diesen Voraosseteuiigen besitst die Gleichung (115) 
den integrierenden Faktor mit dessen Hilfe 

man bei Einführung einer Konstimt^ C zu dem Int^ral 
gelangt 

Ist M klein neben so resultiert selir einfach 
(117) d = ÖT+~. 

Bei bekanntem M genügt also die Einführung nur eines 
Fixpnnktes, z. B. die Festsetzung d«0 för T = 213, um die 
Korrektion d vollständig zu bestimmen. Da indessen hier- 
bei das Intervall zwischen Eis- und Siedepunkt sich von 
100 verschieden ei^ibt, was unvorteilhaft ist, so wird man 
passender in dem Wert 

Tq und somit die Lage des absoluten Nullpunktes verfügbar 
lassen und ö für t = 0 und für t=100 gleich Null setzen. 

Was den Wert von 31 in den obigen Formeln angeht, 
der die Größe der Abweichungen zwischen der Thomson- 
sdien Temperatnrskaifl und deijenigen des Gasthennometersin 
erster Linie best^nml^ so ergibt er ddb fOr Luft folgendermaßen. 
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Nach der Definition ist Jkf =» finlfplro, oder bei EiuföhniDg der 
Dichte ^0 auc^ M == firiypQo- Unter Zugrundelegung der 
Atmosphäre als Druckeinheit war /i= 0,275 gefunden; für 
absoluta Druckeinheiten ist also = 0,275/1,013. 10^ Die 
spezifische Wanne yp ist mechanisch zn messen, sonach also 
= 0,238 «r= 0,238 . 4,2.10' zn setzen. Die Dichte 
auf 0^ Celsius und auf den mittleren Druck von 2,34 Atra. 
zu beziehen, unter dem die Luft bei den Jonl e-Thomson- 
schen Versuchen stand : demj[^emäß ist ^ 0,00302. Hier- 
aus folgt für M etwa der ^Ve^t 620. In dem Bereich zwischen 
^T— 273 und jr = 373, auf das sich die Joule-Thomson- 
schen Versuche allein beziehen, beträgt hiernach 6 nur einige 
Hundeiiel Grad. 

Es sei bemerkt, daß W. Thomson*) eine ausführliche 
Tabelle für d mitß;eteik hat, allerdings ohne die Details der 
Rechnung anzugeben, die bei der ünsicherheit der experi- 
mentellen Grundlagen sehr wesentlich sind. Die vorstehende 
Foimel (117) stimmt mit den Thomson sehen Zahlen nicht 
übetein. 



*) W. Thomson, Papere, T. 1, S. 896. 
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VL Abschnitt 

Erweiterimg der zweiten Hauptgleichung. 



§ 108. Waehstnm der Entropie bei gewissen spezieUen 

irreTersibeln Prozessen. 

Die Ableitung der sogenannten zweiten Hauptgleichmig 
äü^&dH mit Hilfe der Koppelung zweier entgegeiigesetzt 
gerichteter Kreispiozeflse auf 200 u. £ setzte ganz wesent- 
Bch voraus^ daß jeder der beiden Kreisprozesse nur um- 
kehrbare ZqstandsSndemngen enthielt; sie Tersagte, wenn 
einer von ihnen in einem beliebig kleinen Teil irreversibel war. 

üm for nicht umkehrbare Zustandflandenmgen^ die von 
einem zu einem anderen Gleichgewichtszustand verlaufen, 
trotzdem den \Vert von äQ zu berechnen, haben wir in 
§ 99 den Vieg über die Energiegleichung genommen, der 
in allen Fällen zum Ziele fiihrt, wo die Eneigie im Anfangs- 
und im Endzustand, sowie die bei dem irreversibeln ProzeB 
aufzuwendende Arbeit angebbar ist. 

Indessen hat m^n versucht, ein direktes Analogon zu 
der zweiten Hauptgleichung, eine Beziehung für äQ auf- 
zufinden, die nicht auf jenen Hilfsmitteln beruht, und man 
sieht dies in dem zuerst von Clausius*) ansgosproehenen 
8atze, daß bei irreversibc 1 n Vorirnngcn, die ein ther- 
misch ab^roschlossenes System erfährt, dessen En- 
tropie zunimmt, dem sich als Grenzfaii derjenige konstanter 
JEntropie linterordnet. 

Pic Wichtigkeit eines solchen Satzes erhellt aus der 
i>cdcutung der irreversibeln Prozesse, die nach dem auf 
S. 104 Gesagten die liegel bilden^ während die unendlich 

*) Olansias, Pogg. Ann. Bd. 93, S. 481, 1854. 
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langsam und somit umkehrbar verlaufenden nur einen extremen 
Idealfall durstellen. Wir ^vo^pn ihn uns zunächst dadurch 
näher bringen, daß wir di*' wichtigsten Rpeziellen Fälle irre- 
versibler Vorgäneo ab^( sehlossener mechanischer Systen^e 
betrachten, in dent u sich die Veränderungen der Enti'0])ie 
nach der oben erörterten Kegel wirklich berechnen lasf^en. 

Haben wir z. B. ein mechanisch und thermisch ab- 
geschlossenes körperliches fSystem, in dem mechanische 
Energie in Wärme umgesetzt wird, z. B. ein komprimieites 
Gas, lias sich gegen eine Reibung expandiert, so ist der 
Ertül;^ einer Änderung (1, 2) eine Steigerung der Tem- 
peratur des Svstems auf irreversibelm Wege, während 
(ß,,-f^i,), = Ö ist ^ 

Die gleiche ADdenuig hfitte aber anreb Entraehung der 
mechanisdien Energie und darauf folgende WSnnezufahr 
ohne ArbeitsIeiBtung auf reversibelm Wege bewirkt werden 
können; dabeihätte gleichfaUs {Q^^-{- A^^)r'>^0 sein müsseui 
resp. ( — Ai^)r^(Qtt)r* ^ bier die linke Seite positiv, die 
rechte Seite aber gleich f^dHvaid darin jedes Element positiv 

(12) 

ist, so muß Hl, d. h. die Entropie im Eudzastande 
größer als diejenige im Anfaneszustande sein. 

Ein anderes Beispiel lielcrt die \\ ärmeieitung innerhalb 
eines in seinen Teilen anfänglich verschieden temperieiteu 
und nach außen abgeschlossenen Systems. Sind nur zwei 
Teile vorhanden, die ursprüno^lich die Temperaturen iTl und />!! 
besaßen und die schließlich durch gegenseitige Zuleitung die 
Temperaturen ^' und angenommen haben, so ist wiedeniui 
bei diesem irreversibeln Prozeß (I3j2 + 2)1 = 0. 

Man kann das licsultat reversibel erreichen, indem man 
jedem der Körper durch successive Berührung mit einer 
Reihe nur unendlich wenig verschieden temperierter Wärme- 
reservoire dieselbe Temperaturänderung erteilt. Dabei ist 
dem Sjstem im Ganzen zozuführen 

(12) (12) 

der Bctmg muß verschwinden, da auch {Äi2)r = 0 ist. 

iTür eine unendlich kleine Temperaturanderung ergibt sich 

zugleich ist nach der Definition 
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woraus folgt 

Ist aber > />.^, so ist dK^y 0, dHi<0, also dH>{); 
die Entropie des Systems Dimmt bei Wärmeleitung zu. 

Bei den vorstehenden Beispielen war das betrachtete 
System nach außen vollständig abgeschlossen^ also ins- 
besondere auch der von anfien wirkende Druck skich Null 
oder das Volumen unverSnderlich angenommen. Jetzt möge 
ein homogener Korper betrachtet werdenj der sich gegen 
den Ünteramck (etwa durch masBelose SpiraJfedem her- 
vorgebracht), also bei unvollständiger Arbeitsleistung dilatiert. 
Hier ist für den irrcversibeln Vorgang äÄi = — Po^^y 
äQi = 0 ; für den reversibeln 3fAf ^-^pdVfäQr^ ^dH, al^o 

dabei p>Po und dV> 0, somit auch dH> 0. 

Beschränkt man sich auf Systeme, bei denen die Sub- 
stanz ungeändert bleibt, und die unter allseitig gleichem 
Druck stehen, so sind die drei Fälle der Reibung, der 

AVamieleitung und der AuHdelinnng gegen Unt^ei-druck die 
eLnzip!;on Ivfinnten irreversiholii Vorgänge. Die vorstehende 
Cberleauou macht also den erv, älmfoji Satz in der hervor- 
gehobcueu Beschränkung sehr wahi-sciieiulich. 

§ 109, Imverailile Kreispmesse. 

Einen allgemeiiieu Beweis des Satzes für den Fall 
zweier Unabhängiger hat Clausius in Anknüpfung au die 
8. 2ü0 reproduzierte Ableitung der zweiten Hauptgleichung 
gegeben. 

War von den beiden gekoppelten und aus denselben 
beiden Wärmereservoiren gespeisten Kreisprozessen derjenige 
ohne Index direkt, der mit Index ' invers ansfOhrbar^ so 
galt nach Formel (3) auf S. 201 

wobei (ö) = — , (ß') = ßl— Ql war, und ö„ ül und 
Qi, Qi die dem oberen und dem unteren Beservoir von 
den Temperaturen und entnomm^en resp, sugefGhrten 
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WärmemcDgon, alle absolut gerechnet, bezeixähneten. Aus 
dieser Formel ergibt sich 

Ist der eine der beiden Kreisprozesse umkehrbar, so 
hat für diesen nach S. 204 das in der letzten Ungleichung 
auftretende Verhältnis den Wert ^J^^. Welcher von den 
beiden Prozessen aber umkehrbar ist^ laßt sich von vom- 
heran mdit festsidlen; es gibt direkte und üivme Kreis- 
prozesse^ die eine Umkefarung nicht gestatten. 

Um dies an einem Beispiel zu zeigen^ bemerken wir^ 
daß, wie oben gesagt^ und die Temperaturen der 
beiden Wfirmereservoire angeben^ die oben S. 200 benutzte 
VorsteUung aber keineswegs verlangt» daß der arbeitende 
Körper wärend der Berührung mit dem betreffendoi Reser- 
voir die Temperatur desselben besitzt. Er kann vielmdir 
während der Aufnahme von Wärme beliebig kälter, 
während der Abgabe beliebig wärmer sein als das Reservoir» 

Hieraus folgt aber sofort die ^Möglichkeit sowohl direkter^ 
wie inverser nicht umkehrbarer Kreisprozesse. Z. B. wird 
ein direkter Kreisprozeß irreversibel sein, wenn er auf den 
Adiabaten i'c' und d^a' Gleichgewichtsznstande durchläuft, 
aber auf den Strecken von a' nach 6' imd von c' nach 
mit Reservoiren von den Temperaturen ß., und , die je 
höher und tiefer sind, als die Temperatur des arbeitenden 
Körpers, in Berührnng steht. Fig. 3ü, in der die Wege (a^h') 
und (c^d^) nach S 106 aus der Ebene F/; heraustretend zu 
denken sind, verauschaulicht einen solchen Vorgang, Fig. 37 
analog einen inversen von demselben Chaiakter. 

Jst von den beiden gekoppelten Kreisprozessen der direkte 
reversibel, so gilt nach (118) 

ist der inverse reversibel, so 

Nun sind im ersten FaUe üi, — Üi, im zweiten Q^, — 
zuge führte Wärmemengen; wir erhalten also zunächst fQr 
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den Fall nur zweier Wännereservoire 

Diese Gleichung läBt sich auf einen beliebigen inevei- 
sibeln KreisprozeÜ erweitern, wenn es möglich ist, denselben 
in der S. 170 resp. 205 erörterten Weise durch zugefügte 
adiabatisdie Voigjaige, die ebensowohl reversibel, als irrever- 
sibel fiein kdonen^ in ELementarprozesse von der oben be- 
trachteten Art zu zerlegen. 




Wir wollen diese Möglichkeit trotz naheliegender Be- 
denken, die insbesondere darauf beruhen, daß irreversible 
Vorgange gar nicht in der Koordinatenebene verlaufen, hier 
annehmen und erst im nächsten Kapitel, wo es sich um die 
Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf beliebig viele 
Variable handelt, die übrigbleibende Schwierigkeit erledigen. 

In diesem Falle folgt durch Sumniatioii über alle Teil- 
prozesse aus der letzten Gleichung für irreversible Kreis- 
prozesse die Beziehung 

(119) (/)-^^^' 

was die Erweiterung der für reversible Prozesse gültigen 
Formel (13) von S. 206 auf ixieverBible Elreisprozesse Erstellt. 

Es mag betont werden, daß die in ihr vorkommenden 
Tempemtoren den Wärmereservoiren angehören^ zwischen 
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ilenen der Körper arbeitet, aber niclit dem Körper selbst, 
dor im allgemeinen in Bcrülirung mit dem Bad anders und 
in-besond(Tc inhomogen temperiert sein kann. Ebenso ist 
in Erinnci iHii; zu bringen, daB bei den iiTeveröibeln Vorgängen 
endliche Geschwindigkeiten zuzulassen sind, daß aber, um 
einen periodischen Kreisprozeß zu enn;>g]i('hcii , diese Ge- 
schwindigkeiten sieh bei jedem Zyklus wieder herst( llen miissen. 

Aus der l^ormel (119) gewinnt man den Satz von dem 
Wachstum der Entropie bei nicht umkehrbaren Änderungen 
ohne AVärmezufuhr in folgender Weise. Es enthalte der 
Kreisprozelj irreversible Vorgänge (also auch endliche Ge- 
schwindigkeiten) nur auf einem Zweig (a6), auf dem keine 
Wäi'mezuiiuhr stattfindet; dann fällt dieser Teil aus dem 
Integral (119) fort; für das übrige ist die Beziehung äQ=d dll 
anwendbar, und die obige Formel liefert sonach, da die 
Integration von h nach a zu erstrecken ist 

(120) ITa — If» < 0, d. h. £ Ht. 

Da nun die nidit nmkehrbaie Änderung von a nach h ver- 
lauf)^ so enthalt die letzte Foimel in der Tat den fiaglicben 
Sata für den voraussetzten Fall, daß der Köi-per wohl eine 
Arbeits-i aber keine Wärmezufuhr erßihrt 

§ 110. AU^meinere Betraehtnng. 

Kürzer und direkter kann man nach dem Grundgedanken 

von Planck*) das Anwachsen der Entropie bei irreversibeln 
Prozessen aus dem Thomson sehen Prinzip der Unmöglich- 
keit eines perpetuum mobile zweiter Art deduzieren, über 
das auf S. 202 gesprochen ist. 

Wir zeichnen in der Fj>-Ebene für ein geo;ebenps köiper- 
liches System zwei Adiabaten, die den Parametern 2/", und 
H2 entsprechen; dabei s(m H^y 11^, Femer zeichnen wir 
eine sie schneidende EnergK kiuve E = Konst. und markieren 
die Schnittpunkte gemäß der Figur mit a und ß. A\^ir wollen 
annehmen, das betrachtete System könne auf einem nicht 
umkehrbaren Wege {<ii)f>], also außerhalb der Fp-Ebene 
von a nach ß gelangen, d. h. sich selbst überlassen seine 
Entropie verkleinern. 

M. n ck, Über den zweiten Haapteats etc. München 1879; 
Thermodynamik, Leipzig 1697, S. 71 n. 1 
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Um cViP ÜTimöfrlichkeit eines solchen ]*ro7os>es darzutnn, 
betrachten wir einen Kreisprozeß, der ans dem anl'erhiiU) 
der Fp-Übene verlaufenden Zweii: (aöß), dem iStück der 
Isotherme — von ß bis zu dorn nach S. 207 stets vor- 
handenen Schnittpunkt y mit der Adinbat« H = und dem 
Stück (va) der Adiabate (// — J?^) beisteht. Auf diesen Pix)zeli 
können wir die Energiegleichung anwenden^ also sobreibeu 



(121) 



M) + (ß)«-0. 



P 




Fig. 35. 



Nun ist nach der Definition der Kurven (aöß) und (ya) 
die Summe -j- Qaß — 0 und = 0; es bleibt also von 

(121) nur 

(122) Aßy\-Ay^+Q,;, = (), 

d. da auf {ßy) der Verlauf umkehrbar ist» 

Aß^-\- Ay^-{-jüdH^O. 

ißy) 

Nach der Annahme soll iig^ ^^i sein; es ist also auch 
i{>dH>0 und 
(ßf) 

(123) Aß, + Aya <0. 

Hiernach würde der angenommene Kreibpiuzcß einen 
Gewinn von Arbeit liefern durch Benutzung nur eines 
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Wärmereservoires von der Temperatur Dieses wider- 
strntet dem Thomson sehen Prinzip von der Unmöglichkeit 
duiOB perpetuum mobile zweiter Art. Der Kreisprozeß ist 
also unmöglich^ d. h., das sich selbst überlassene System kann 
seine Entropie nicht verkleineni^ es muß sie entweder be- 
wahren oder vorgrößem. 

Derselbe SchlnB ist ariwenflb;ir, wenn das System bei 
dem irrevereibeln Vorgang mechanische (nljer nicht zugleich 
thomiiRche) Eijxwirkiiug ^ährt. Hier tritt an Stelle von 
(122) nur 

(Ä) + Üfiy = 0, 

resp. an Stelle von (123) 

(^)<ü, 

was bezüglich des Thomsouschen Fnnzipes keinen Unter- 
schied macht. 

Auf allgemeine Folgerungen aus dem Clausius sehen 
Satz kommen wii' weiter unten zurück, wenn wir über dessen 
Richtigkeit unter allgemeinen Voraussetzungen aufgeklärt 
sein werden. Vorläufig betreffen unsere Entwicklungen aus- 
schließlich Körper^ deren Zustand durch zwei Unabiiängige 
bestimmt ist. 



Dig'itized by Goo^^k 



Vil. Abschnitt 

Ein cylindrischer fester Körper uiiter 

einseitigem Zug. 



§ III. Allgemeine Beiielrnngen« 

"Wie schon früher beiuerkt, gelten die BetrachtuDgen, 
durch welche die zweite Hauptgleicliung abgeleitet ist, un- 
geändert in allen Fällen, wo es sich um Körper handelt, 
deren Zustände dui'ch zwei Unabhängige vollständig be- 
stimmt sind, gleichviel, welcher Art diese Variabein sind. 
Für andere Unabhängige, als oben benutzt sind, wird ins- 
besondere der zweite Band wichtige Beispiele bringt^ii; um 
aber die Anraidimg der allgemeiDeii Foraiebi in einem 
anderen Falle^ als dem allseitig gleichen Druckes sobon bier 
za zeigen, wollen w nocb karz auf das IVoblem eingehen, 
daß ein ejlindriscber Stab außer einer Temperaturanderung 
einer auf seine €hrundflfichen ausgeübten Druckkraft P unter- 
liegt, wäbrend seine Mantd£lache inif d h. dem Druck NuU 
ausgesetzt ist, — ein Fall, der sich zwar als spezieller aus 
den Betrachtungen des nächsten Abschnittes ergibt, der sich 
aber in der direkten Behandlung erheblich elnßiäier gestaltet. 
Bei hinlänglich großem P gelten die Besultate auä dann, 
wenn auf die Mantelüficlie der Atmosphärendruck wirkt. 

Wir wählen als Unabhängige ^ und P und bezeichnen 
die Länge des Stabes mit L. Femer schreiben wir ent- 
sprechend zu (55) das Gesetz für L 

(124) äL^L (a, — ß, dP) , 

worin a, und die Moduln der linearen thermischen Dila- 
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tation und der elastischen einseitigen Kompression bezeiclmeu, 
die von a und ß verschieden sind. Angenähert ist a, 
gU'ich .\a und häufig angenähert gleich J^, dividiert 
durch den Querschnitt Q des Stabes. 

Es ergeben sich nun im >vesciil[ichen alle Schlüsse als 
zulässig, die in §§ 96 und 97 an Formel (55) angeknüpft 
sind. Zunächst findet sich ohne Heranziehung theimod^ma- 
mischer FkinEipien analog su (57) 

6a,_ cß, 

die mechaiuBche Änderung des thermischen Moduls steht 
im Zosammenhang mit der themnsehen Änderung des media- 
nischen Moduls. 

Weiter ergibt sich ans (124) die Größe der Druck- 
änderong dFf die nötig ist^ um bei g^ebenen dL imd 
der inneren Spannimg des Stabes das Gleichgewicht zu 
halten. Insbesondere findet sich, wenn die Lange L kon- 
stant gehalten idrd, analog za (58) 

(126) dPId^^aJß,. 

Um eine Vuiötelluiig von der Grölienordnimg der durcli 
diese Formel geforderten Drnckzunahme zu geben, stellen 
wir einige Zalihverte für Metalle zusammen,*) die sich auf 
Stäbe von 1 cra- Querschnitt beziehen. Der Druck ist in 
kg-Gcwicht ausgedrückt, was mit (technischen) Atmosphären 
übereinkommt. 

AI a, = 23,1.10 ^,= 1,530.10-«, dFjd&^lb,l, 

Fe =11,6.10-«, =0,784.10-% =14,8, 

m =13,2.10-«, =0,493.10-«, =26,7, 

Ag =19,3.10-«, -1,287.10-«, =15,0. 

Di'' Kräfte sind naturgemäß wesentlich kleiner, als die 
von einem auf allen Seiten in starre Wände eingesclilossenen 
Kür|)er entwickelten, für die 8. 220 Werte angegeben sind, 
denn der hier betrachtete Stab kann sich nach den Seiten 
frei ausdehnen. Immerhin sind die Wirkungen bei ErvN'äi- 
mungen von mehreren hundert Graden und genügend ver- 
größerten Querschnitten ganz gewaltige, und die erhaltenen 
Zahlen erkläieu die von ilineu in der Technik, z. B. zum 

*) W. Voigt, Wied. Ann. Bd. 49, S. 697. 1898. 
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ZaBammeiuaeheD klaffender GebäadeteÜe genuM^ten Anwen- 
dungen sehr deutlicL Dabei bat man sich za eiiimem, 
daß bei positivem a, und ß, negative auch n^tive dFf 
\m(\ sowat, wenn anfangs P«0 war, Zagkräfte rar Folge 
haben. 

§ 112« £iiifSI]ini]ig der Sätze der Tlieniiodyliftniik. 

Für tlie an dem Stabe geleistete Arbeit äA ergibt sich 
nach der allgemeinen Definition einer Arbeit auf S. 56 

äA FdL, 

woraos ffir die Längeneinheit folgt 

(127) äa' = — ^ P{a,d^ — ß,dF). 

Vergleicht man dies mit der bei allseit^ gleichem Druck 
geltenden Beaehnng 

80 erkennt man, daß die Formeln des Systems b") aui S. 214 
hier uimiittelbare ^Viiwendimg finden, wenn man in deji- 
selben nur p mit P, cvld'& mit dvjdp mit — ver- 
tauscht Die spezifischen Wärmen sind dann auf die Längen- 
einheit des Stabes besogen und mögen ähnlich^ wie Arbeits- 
und WSrmesufuhr, wie Eneigie und Entropie, durch emen 
oberen Index ' von den £rc£eren Symbolen unterschieden 
werden. 

Dem Ausdruck (39) die aufsuwendende Wärmemenge 
entspricht hier demgemäß 

(128) ä(o' = Mri' = y'dO = y^d^ — a,{^äP', 

yp bezieht sich auf die Erwärmung bei konstantem Druck F 
auf die Endflächen des Stabes und ist im allgemeinen eine 
Funktion von P und i>. Wird die Abhängigkeit von P 
vernachlässigt, so kann man yp mit vortäuschen, da 
für den Druck P^^O der Cylinder unter allseitig gleichem 
Druck steht 

Aus (128) folgt eine zweite spezielle spezifische Wärme, 
wenn man dF so bestimmt, wie es sich bei verschwindendem 
dL ergibt. Hier ist nach (124) dF^{a,jß,)di^, also ergibt 

Voigt, Wimelehr«. 17 
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ßich iur die spezifische Wäime bei konstanter Stablänge 

(129) 

Dies yf, geht dem friihcr brnntzten parallel, i«t aber dem- 
selben auch bei Vt'rnaclilässiuLinu; seiner Abbiint^iü^keit von 
l und i> nicht gleich, da d( r Stab beitlioh frei angenommen 
ist, sich also transversal beliebig ausdehnen kann. Da yf 
nach dem oben Gesagten unter gewissen Yoraussetzungcn 
direkt beobachtbar ist, so gestattet die Formel (129) die 
Berechnung von yl, wenn a, und ß, bekannt sind. 

Wird der Druck P adiabatisch gesteigert, so ist 
ßio' ^0 zu setzen, woraus für die dP begleitende Tempe- 
raturänderuDg folgt"') 

(130) d*=.-^dP, 

oder bei Yertousohung von P mit — 8, wo 8. nmi eine 
Zugspannung darstellt, aaoh 

(131) d^^^^dS. 

Eine Vergrößerung der Spannung bewirkt hiernach ein 
Steigen oder ein Fallen der Temperatur, je nachdem der 
Süib sich mit steigender Temperatur zusanmienzieht oder 
ausdehnt. Der letztere l'all findet bei Metallen statt; liier 
gibt eine verstärkte Zngkraft also eine AbkühiuDg. Der 
erstere findet sich bei Kautschuk; demgemäß erwärmt sich 
Kautschuk bei verstärkter Dehnuniz:.**) 

Eine sorgfaltige quantitative Prüfung der Formel ist u. a. 
vonHaga***) ausgeführt worden, der alle in ihr vorkommenden 
physikalischen Konstanten an demselben Präparat bestimmte, 
an dem er die adiabatische Temperatiu*ändernng beobachtete. 

Bedenkt man, daß yp = JgQcp ist, daß o{) die Masse m 
der Längcucinlieit des Drahtes dar.steilt und l> mit dem 
beobachtbaren Cp vertauscht werden daif, so hat man statt 
(131) für die BerechnuDg auch 



*) W. Thomson, Bdinb. Trans. T. 90, S. 868, 1668. 

*♦) Joule, Phil. Trans. T. 149, S. 91, 1859. 
***) Haga, Wied. Ann. Bd. 16, S. 1, 1882. & auoh Wassmath, 
Wien. Ber. BcL 97, S. 62, 1888. 
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^ JmCf ' 
Bdl eiiiem Stahldraht wnide s» B. gefunden 

a, = 11,6.10- 5, i>-290, (?5=-21,7 kg, w = 0,01405 kg, 
= 0,1130^ (2^ =-0,1047; berechnet findet sich 0,1003. 

Bei einem Nensilberdraht analog 

a,= 13,4.10-«, i> = 289, (^5=17,1 kg, m = 0,01485 kg, 
0,0962, df^-»0A405; berechnet ergibt sich i^i^» 0,1380. 

Die Übereingtimmmig ist sehr gut — 

Formel (21) des Systems s) nimmt in nnseiem Falle 
die Gestalt an 

(132) äo' ^^dfi'^Yt^dL + Yl^ dFi 

Bchieibt man nnn (124) 

(133) di? = i(^+Ädp), 

so kann mau L und P als Unabhängige einiuhren und erhält 
aus (132) 

(1 34) 5fl>' = ^dft' — %-dL-\- ^ dP. 

Bei einer adiabatischen Kompression wird hiemach, wenn wir 
den iudex y dafür benutzen, 

ialls K, = ypjylj bei einer isothermisohen folgt unter analoger 
Anwendung des Index ^ 



Das VerhUtnis des letstereii cum eistma Wert ist x^; 
diese Qidße bestimmt nch also unmittelbar als das Verfalltnis 
der isothermisofaeii und der adiabatisdien Kompression (oder 
Düataticm) eines Oylinders bei Ausfibung derselben loogi-» 
tudinalen Dradt* (oder Zug-) Kraft 

17* r 
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§ IIS. Ein Experiment toe W* Weber. 

Wir schließen hieran die iicbchrcibung und Theorie 
eines von W. Weber*) lange vor der Entwicklung der 
obigen Formeln ausgeführten Experimentes. ISne Metall- 
saite ab (Fig. 38) war mit dem Ende a eingeklemmt, während 
auf das andere h ein spannendeB Gewicht wirkte. Auf der 
IkGtte der Saite war eine Kugel h befestigt, die swiscfaen 
zwei Backen BB gepreßt wmen konnte und in diesem 
Falle die Saite auch noch in der Mitte festzuhalten gestattete. 



® 



-I T> I 



2: 



»f. 38. 



□ 



Die Saite war ursprünglich mit einer Kraft 81 gespannt» 
und in diesem Zustand wurde die Kugel zwisdien die 
Backen geklemmt. Hierauf wurde die Ejraft von Si in 
geindeit; imd^ nachdem abermals Gleichgewicht eingetreten 
war, die Saite bei h gleichfalls befestigt Jetzt war die 
Hälfte ak von der Länge mit Si, die Hälfte kh von der 
Läi^ 1^ mit gespannt; beide gaben beim Anschlagen 
oder Anstreichen Töne mit gewissen Schwingungszahlen 
% und 9ts. 

Nun wurde für einen Augenblick die Kugel k frei- 
gelassen und darauf sofort wieder festgeklemmt. Babci 
nahm momentan die Spannung in den beiden Hälften von 
den jetzigen Längen Ii und U den glciclion Wert S an; da 
aber diV eine SaitcTihälfte dabei einen Zuwachs^ die andere 
eine Verniiiulerung der Spauniintr oiiuhr, so verändei'ten sich 
ihre Temperaturen im entgegengesetzten Sinne, und nach 
Ausgleich derselben mit der Umo;pbung besaßen die beiden 
Saitenhälften verschiedene Spannungen S^, gaben somit 
abermals verschiedene Töne mit den Schwingungszahlen 
nf und nL 



") W. Weber, Pogg. Ann. Bd. 33, S. 177, 1830. 
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Für die Temperaturänderoi^n der beiden Saitenhalften 
Ehrend des adiabatisdieiiSpaimimgsansgleiohes gilt nach (131) 

^(S— 8i), 

yp 



LSnge 2ia«^ + ^ vorgeschrieben war, daß also gelten mußte 
d\-\-dl^ = 0\ nach Gleichung (124), die wir für P— 5 
und (A— 1»2) schraiben dlk'^h(a,d^'\-ß,d8), ^ 

nSmlioh 

i,(ä,(*t-*) + A('S--Si)) 
^^^^^ + Z, [a, -9) + ß,{ß- S,)) - 0. 

In dem einfachsten Falle, daß ursprQnglieh die Saitenhälilen, 
nnd somit l^, If einander ^ich waren, ^^rd nach (1S7) u. (138) 

^ (Ä_S.) + (S-fli)-0, .. 

(139) S=i(Si+,%), 
demgemäß 

(140) »,—»^"'^(S,-S,) = &-9„ 
und für 11 = 1^=^1 

(141) K-k~il(^^-ßi)(S,-S,) = k-U- 

Hiermit sind die Daten f&r den zweiten Zustand bestu 

Der Übergang zmn dritten geschah bei festgehaltenen 
Langen U dorch Wiederherstellang der Anfangstemperatur 
hierrar gilt nach (124) 

(142) a,(t^-i^i) = Ä(Ä-«), a,(i?-^.) = Ä(Sf-53, 

wodurch die definitiven Spannungen bestimmt sind. Man 
erhalt nämlich 



(143) 



Digitized by Google 



262 in, EApiteL Thflrmodyiiaiiiik fttr iMlieb. uruTwUbl. KOiper. 

Nun ist mieh (129) 

Ä 

und, wenn man yplyi wieder in abkuntt, 

somit erhalt man schließlich 

Die definitiven Spaannngen hängen also außer von den An^ 
fangsspannungen nur von dem Verhältnis >c, der spezifischen 
Wärmen bei konstanter Spannung und bei konstanter Länge ab. 

Die Schwingungszahl n einer Saite beRtimmt sich be- 
kanntlicli aus der Spannung der JJichte der Längeneinheit 
q' und der Länge gemäß der Foimei 

(U6) — ir-l^f^ 

man erkennt sIbo, daß eine Beobachtung der Schwingungs- 
zahl der beiden SaitenhSlften eine Bestimmung der Große 
H, erm^lichen wflrde. W. Weber konnte, außer Besitz der 
Theorie, eine derartige Folgerung nicht ziehen. 

§ 114. Die Edlundschen Yersache. Weitere Ausblicke« 

Aus (127) und (128) ergibt sich f&r das Differential 
der Energie e' der Lfingmeinbeit die Formel 

(146) de' - {yi> — a,F) ~ (a,^ — ftP) dF-, 

ist a, konstant und ß von ^ unabhängig, etwa gleichfiills 
konstmt^ so verlangt die Integrabilitatsbedingung ein von P 
unabhängiges (etwa gleich&Us konstantes) y^^y^. In diesem 
spezieUsten Falle ergibt sieh bei Fortiassung einer Inte- 



(147) £'«i>(y;-a,P) + iAP*. 
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In gleidier AnnSheniog liefert (128) ÜBr die Entropie 
den An0dra€k 

(148) »?'=-y; In (d) — a,F. 

Diese Formein kommen in Betracht bei der Entwicklung 
der vollständigen Theorie der S. 91 beßchriebenen Yereuehe 
von Edlund, bei denen ein Draht erst adiabadach gespannt 
wnrde und sich sodann ohne Arbeits* und Wärmezufuhr, also 
bei konstafiter Energie^ zusammenzog« Da es sich anch hier- 
bei nicht um einen Druck, sondern um eine Spannung han- 
delte, wollen wir wieder F mit — B vertanscfaen, also 
schreiben 

am i7'-y;in(d) + aA 

RezeioKn<^n wir die A iifniiLTstcmpemtiir mit V/,,, die bei 
atliabatischer Dehnung erreicht<i Eiuitemperatur mit i^x, so er- 
gibt sich för den adiabatischen Prozeß 

(150) y;hi(^o)-y;itt(^i)4-a,fif. 

Der irreversible Prozeß ging gleichfalls von der Temperatur 
^0 aus; ist ^^^^ Endtemperatnr, daim gilt 

(15.1) .^0 W + aß) + iAÄf» = d,y;. 

Da die Temperatardifferenzen 

1^1 — '^O = H9 «^8 — 1^0 = ^8 

bei dem betrachteten Vorgang sehr klein neben waren^ 
80 kdnnen wir die letzten beiden Formeln auch schreiben 

(152) ^^'^ ^ " 

Dies sind die ausfuhrlichen Wei-te der Temperaturfinderungen^ 
für welche in den Formeb (117) und (118) auf S. 92 u. 93 
Ausdrücke gegeben sind, die noch die unbekannte Funktion 
0^ — 0i enthalten. Die Summe der beiden Gleichungen liefert 

7'AH + H) = iß.S'^ 

was der Formel (120) a. a» O. entspricht 

Bei der Vergleichung ist zu beachten^ daß y^, die spe- 
zifische Wärme der Jjängeneinhett in mechanischem Mafie^ 
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mit der spezifischen Warme Cp der Masseneinheit in kalo* 
risofaem Msi&e verbandea ist duroli die Formel 

unter Q den Querschnitt, unter q die Dichte des Stabes ver- 
standen; A;in den früheren Formehi nimmt die Stelle von 
in den jetzigen ein. Die Übereinstimmong beider F<nmel- 
Systeme ist offenbar, ebenso, was die neue Betrachtung^ ver- 
glichen mit der älteren, weitergehendes liefert. — 

Man möchte zunfichst glauben, daß die Behandlung, 
der wir voi*stehend und fiiiher die Fälle des einseitigen und 
des allseitigen Druckes unterworfen habon, ;iueh nnf die 
Probleme der Drillung und der Biegung von Stäben anwend- 
bar sein möchte. Dem ist indessen nicht so. Einerseits 
verhalten sich die verschiedenen Volumenelemente eines ge- 
drillten oder gebogenen Cjlinders verschieden, z. B. sind im 
ersteren Falle die äußeren stärker defonniert, wie die inneren. 
Andererseits wirkt eine Temperaturänd« ruiig für sich allein 
nicht drillend oder biegend auf einen iioniogenen isotropen 
Stab, und ein direktem Analoc^on zu den Grundformeln (55) 
und (124) für allseitig und iür einseitig gedruckte Körper 
existiert nicht. Für die Durchfühi-ung derartiger I^roblenie 
sind allgemeüiere theoretische Hilfsmittel nötig, als wir 
l^sher besttsen; wir werden dieselben im nächsten Kapitel 
gewinnen. 
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IV. Kapitel. 



Thermodynamik fOr beliebige mehrrariabUge, 
insbesondere für defomüerbare Körper. 

I. Abschnitt 

Hilfssätze aus der Mechanik. 

§ 115. Die Arbeit äußerer Kräfte an einem deformier« 

baren Körper. 

Auf S. (34 habon wir gezeigt, daii die Bedingung des 
Gleichgewichtes für ein beliebiges Massensystem dahin 
formuliert werden kann, daß bei allen virtuellen, d. h. niit 
den Beschränkungen des Problems vereinbaren Verrückungeu 
die Arbeit sämtlicher wirkender Kräfte verschwinden muß. 
In Rücksicht auf das S. 73 über die Arbeit an einem 
kontinuierlichen Körper Gesagte schreiben wir diese Be- 
dingung 

(1) dAk-\'dA^+dA4^0; 

bierin ist dA^j die Arbeit der k5iperlichen Kräfte, ge- 
geben doicb 

(2) (fÄj, = f{X'dx-lrTdi/-hZ'Sg)dJc, 

analog öA, , die Arbeit der Oberflächenkräfte oder Drucke, 
daigeBteiit durch 

(3) « / (Xda? + Tdy + Zdß) do, 

und öAif die Arbeit der inneren Kräfte, steht bei konser* 
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vativem Charakter derselben mit dem Potential des Körpers 
auf sich selbst iii der Beziehung 

(4) dAi^-^d^. 

Als virtuell betrachten wir bei einem kontinnier- 
liohen Körper alle Verrückungen, die nach Richtung 
nnd Große stetig mit den Koordinaten variieren« 

Wir wenden die vorstehenden Aasdrfioke (2) und (3) auf 
ein im Innern eines de£onnierbaien Körpers gelegenes pris- 
matisches Yolomenelemeiit mit den Kanten a, b, e parallel an 
den Koordinatenachsen an, dessen Mittelpunkt die Koordinaten 
X, ff, 0 beeitoen möge. 

Da es sich um ein Volnmenelement und um stetie mit 
dem Ort variierende KrSfte und Dichtigkeiten handelt, so 
kann man das Integral (2) in der Weise ausfOhren, daß man 
nach Beseitigung des Int^graladehens dh mit ahe yertauscht 
und unter dx, dy, 6z die YerSnderungen der Koordinaten 
X, y, a des Mittel punktea-^es Volumenelementes, unter 
X', Y', Z' die Komponenten der körperlichen Kräfte in 
diesem Punkte versteht 8o erhalt man 

(5) rf^ ^ abc (X'bx -i- Y'by + 

Das Integral (3) zerfällt in sechs Teile, die sich auf 
die sechs Flachen des Prismas beziehen. Da es sich nur 
um Flächenelcmente und stetig variierende Dm cl^e handelt, 
kann man das Integral über jedes Element in der Weise 
ausfuhren, daß man nach Beseitij^nTig des Integralzeichens 
do mit der Größe des betreffenden Elementes verUiuscht, für 
X, Y, Z den Wert der im Mittelpunkt der betreffenden Flache 
wirkendt n Druckkraft und für bx\ bijy bz den für den- 
selben i'unkt geltenden Wert der Verrückungskomponenten 
einsetzt 

Dabei mag die Richiung der inneren Normale des 
Flächenelementes, gegen das die Druckkiaft wirkt, durch den 
bezuglichen Index 4:?/, + an den Symbolen X, F, Z 
der Komponenten angedeutet und außeidcni durch den Index 
-f ±i^> +2^ Lage des Elementes gegen den Mittel- 
punkt yy Z des Volumenelementes hervorgehoben werden« 
So erhält man direkt 
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(6) • * 
H- ah[(X^,dx + y+ , + Z+ . ^ ^ 

Die Dmokkomponenten ^ > «> • • •> von denen diejenigen 
Biit übereinBtimmendem Symbol und Index offenbar normal» 
die übrigen tangential gegen das Flachenelement wirken, 
Bind hier annächst für eine bestimmte Lage der Fläclion- 
elemente parallel zu den Koordinatenebenen, nämlich für die 
B^ienzm^en des betrachteten Prismas, eingeführt; da wir 
aber diese Begrenzungen beliebig verschieben können , so 
haben die Symbole X allen Stellen des Körpers 

einen bestimmten Sinn^ z. B. auch im Mittelpunkt x, y, 0 
des Volomenclementes. Gleiches gilt für die VerrockongS" 
komponenten dx, 6y, Ö0* 

Da es sich nun ausschließlich um stetige Funktionen 
handelt; so können wir dieselben nach Potenzen der relativen 
Koordinaten der betreffenden Stellen gegen den Mittelpmikt 
X, y, » entwickeln und schreiben 

(7) (-^-J + |a - + + • • - 

u. B. f. wobei nun die rechts stehenden Ausdrücke sich sämt- 
lich auf den Mittelpunkt des Volumenelementes beziehen.' 

Beschrüiikm wir uns bei der Entwicklung der rechten 
Seite von (6) auf (He in a, b, c linearen Glieder, so erhalten 
wir, indem wir nur den Faktor voa bc ausschreiben: 
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Ein allgemeiner Ausdruck für 6Ai läßt sieh direkt 
nicht aufstellen, da das Gesetz der WeohfielwirkoDg zwischen 
den Massenteilohea eines deformierbaren Körpers unbekannt 
ist. Wir werden einen Ausdruck aber ableiten können mit 
Hilfe der an die Spitze gestellten Gleichgewichtsbedingung 
und mit Hilfe der Überlegung, daß bei allen Verruckimgen, 
welchn das Element ahc un deformiert dislozieren, öAi 
verscliwindori muß. In der Tat leisten Wechselwirkungen 
Arbeit nur bei VerändeninoreTi dfi- relativen Lage der bez. 
Massen, und in dem undeformiei*ten Element behalten alle 
Teile ihre relativen Lagen bei. 



§ 116. Die Bedingiingett deis Gieichgewiclite für innere 

Punkte. 

Die allgemeinste deformationsfreie Dislokation läßt sich 
bekaiiiitlich in drei Verschiebungen pai-allel zu den Koordi- 
natenachsen und in drei Drehungen um die Koordinatenachsen 
zerlegen. Eine solche Verschiebung parallel zur X-Achse 
ist durch ein beliebiges öx und durch verschwindende 
BbxfdXj ddxjdy, Böxjde und dyy dz gegeben. Bildet man 
(da hier 0fÄ versehwindet) mit diesen Werten die Be- 
dingung dAk 4- dAo = 0, ao eriiält man 
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&c(X+«-hX-«)-f-ca(X4., + X>,) + a6(X+. + X_,) 

Analoge Formeln liefern Yerschiebungen parallel der IT- 

und der Z- Achse. 

Da dieselben für alle Werte a, h, c erfüllt sein sollen, so 
ergibt sich aus ihnen einerseits ein Fonnelßystem von der Gestalt 

iandeierseil» bei Yertaaschung von X^x mifc ^«i*** 

Bas erste Foimdsystem ist der Ausdruck der Gleiche 
heit von aktio und rearaäo für Druckkräfte, insofern in jeder 
seiner Gleichungen die beiden parallelen Thueke verbunden 
auftreten, die auf die Massen diesseits und jenseits eines 
bestimmten fladienelementes ^drken, und die je von den 
Massen jenseits und diesseits ausgehen. Das zweite Formel" 
System verbindet die körperlichen Kräfte mit den räumlichen 
Veränderungen der Druckkomponcnten und stellt die Gleich- 
gewichtsbedingnngen erster Art für innere Punkte des defor- 
mierbaren Körpers dar, — nämlich die Beziehungen, welche 
gelten müssen, damit sich die äußeren Einwirkungen 
in Bezug auf die Verschiebungen kompensieren. 

Eine deformationsfreie Drehung unsres Vohimen- 
«lementes um die X-Achse ist gegeben durch die Werte 

(12) da; » 0, = — 0dlf = + ffSl, 

wobei dl den Drehimgswiukel darstellt; analoge Ausdrücke 
gelten für Drehungen um die Y- und die ^Achse. Bildet 
man mit ihnen (wegen öAi = Ü) wieder die Bedingung 
öAie -f dAo = 0, so folgt 
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(13) Y.^Z^^O, 2t— Jt-O, X^^Y^^O, 

Btese Foimeln geben die Gleiehgewiehtsbediiigungen 
is weiter Art für Innere Punkte^ nfimüch die Beziehungen^ 
die erf&lit sein mfiaeen, damit sieh die äußeren Ein- 
wirkungen in Bezug auf die Drehungen kompensieren. 

In den Gleieheewichtsbedingungen f&r innere Punkte 
kimunen nadi dem vorstehenden von den Drucken nur die 
sechs Komponenten 

vor, die wir jederzeit in der vorstehenden Beihenidge ordnen 
woäen. Die ersten drei wifken normal^ die letzten drei 
tangential gegen EUUshenelemente durch den betraditeten 
Ptattkt X, $f, #, deren Innere (d. h. nadi der Seite der BCaterie« 
auf welche «He Wirkung geschieht, hin liegende) Normalen 
den Koordinatenachsen paiaUel slüid. Wir wemen weiter 
unten direkt zeigen, daß durch diese sechs; GrSßen die 
Drucke gegen beliebige andere durch x, ff, $ gelegte Flabhen- 
elemente sich ein£u}h ausdr&cken. 

» 

§ 117. £inf&hrung der Deformatiousgrüßeu, 



Bildet man nun die gesamte äußere Arbeit dÄ^^ 
dÄk+dÄf, für beliebige Verrückungen (für die dÄt 
nicht ver8ehwindet)| so eigibt sich 




wegen öA}, + dAo + (^Ai = 0 ist dies zugleich auch gleich 
— öAiy wodurch ein allgemeiner Ausdruck fiir die Arbeit 
der innern Kräfte eines deformierbaren Körpers ubiieleitet ist. 

Die Differentialansdrücke c' öxjdXy.,.(ddyjdz-\- v djsldy)^.,^ 
sind nach dem Obigen gleich Null bei den allgemeinsten 
deformationsfreien Dislokationen des Volumon dementes; sie 
häügen also ihrerseits von den, die Verrückungen dx, dy, ÖS 
begleitenden Defonnatiunen ab. 

Uber den Zuntand, von dem aus diese Verrückungen 
stattgefunden haben, ist oben keinerlei Festsetzung getroffen 
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worden; derselbe kann ebensowohl der normale oder natür- 
liche Zustand sein, in dem sich ein endliches Stück des 
Korpers befinden würde, wenn es keinerlei anßeren Ein- 
wirkungen unterläge, als auch ein bereits deformierter Zustand. 
Im ersteren Falle setzt man kurz. 

ddx ddy BSm ddy B69 

dx ^ "57-" "55" ^""' ^ 

und nennt ai», . • . o^y, die man stets in dieser Reihenfolge 
oidneti die Deformations großen des ; -Kdrpeii^ an der 
Stelle y, g. 

Jm letEteren, widil^eren Falle schreibt man 

ddx , ddy . 6ds! ^ B^y , Bde , 
ddt , ddx ' Sdx 8dy - 

ura anzudeuten, daß es sich um die Variationen bereits vorhan- 
den V V D eformationsgröß on h andelt. Na 1 Qrlich hab c n ( i i e 5 a?« , . . • 
selbst wiederum den Charakter von Deformatiousgrößen. 

Hier nimmt dann die Arbeit der äußeren Kräfte an 
dem Prisma dbc die Form an 

(17) <f4i« — 

— a6c [X, 6x^ + Fy dy^ + 60, + 6y, + 6»» -f- dx^] ; 

der Faktor von ahc stellt dabei die auf die Volumeneinheit 
reduzierte Arbeit dar. 

§ 118. Weitere Beziehimgeii lirisclieii deu 
DraeUompaiieiiteii* 

Aus dem zuletzt Gesagt^^n ergibt sich nun für die Arbeit 
der äußeren Kxafite an einem beliebigen Körper der Ausdruck 

(18) dA^-^—j[X^6Xn + ....'^X^dx^]dh', 

benutzt man hierbei die Werte (16) von dx^ . , . öXy und 
integriert die Klammer unter Benatzung der Formel (31) 
auf S. 21 durch Teile, so erhält man ersichtlich 
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4- cos (n.-, x) + cos (n,, y) + Zg cos (»v, e^j de^ 

Zieht man die Formeln (11) luid (2) hcrau, so erktüiiit 
man, daß das zweite Integral die Arbeit öÄi der körper- 
lichen Kräfte ist; das erste muß somit die Arbeit dÄ^ der 
Oberflachenkräite darstellen, die durch (3) gegeben ist. 

Bei dieser Betaditong ist weder über die Gestalt und 
die Lege der begrenzenden Oberflaohey noch über die Art 
der VerrQckiaigen dx, dy, dt eine beschrSnkende Voraos- 
setenng gemacht; das eben gefundene Integral kann also 
mit (3) nnr dann Übereinstimmen^ wenn die Faktoren von 
dx, öy, 6m in beiden Ausdrücken gleioh suid, d. b.| wenn 
für jedes Oberflfichenelement mit der inneren Nomudoi % 
zwischen den Drackkomponenten die Beziehongen bestehen 

5=X;5 cos i^, x)'{'X^ cos (»i, + cos (w/, z), 
(20) T— cos (», iK)4-Ty cos (II*, y)+T, cos (n^, 

Z = Z,f cos (n,-, x)'\-Zy cos (w,-, y)'\-Zg cos (n,-, z), 

Ist die Oberfläche, auf die 8ich diese Formeln beziehen, die 
änßere Begrenzung des Körpers, und sind an ihr die 
Y, Z vorgeschrieben, so bilden die Formeln eine Fr- 
gänznng der frülioren Gloichgewichtsbcdinguntroii und ent- 
sprechen (11), insofern si(^ dio äußeren Oberüächeukraile 
mit den inneren Dmckkomponenten verbinden. 

Verläuft die Oberfläcln beliebig im Innern des Körpers, 
so sind die Z dort nicht gegeben ; m dipsom Falle 

stellt das System (20) nur eine Rezleluuig zwischen den 
Drucken dar, die gegoTi verschieden orientierte Flächcn- 
elemente durch denselben Punkt eines Körpers stattfinden. 
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Dies tritt_be8ondei8 deutfioli hervor, wenn man die 
Komponenten X, Ty Z in Rücksicht darauf, daß sie gegen 
ein FlSdienelement mit der inneren Normale n,> oder kfirzer n, 
wken, gemäß den für die Bezeichnungen auf S. 266 auf- 
gesteUten Grundsätzen durch die Sjm^le .Zh^ Yn, be- 
zeiohnet und die oberen Striche^ welche auf die Begrenzung 
des betrachteten KQrpervolumoiis hmwdfien, beseitigt, also 
das System (20) schreibt 

Xh = ^ cos (n, (x^^-^X^ cos 4- cos (», i)^ 

(21) ^ cos (n^ 008 (n» y)+ F, cos (n, 
Z^^Z^ cos (», X) + cos (n, y) -f Zg cos («, z) . 

Bei Einführung dieser Beziehungen kami man dem System 
(20) auch die Form geben 

(22) X,-X, Yn,= Y, Z.,-Z, 

was nach dem zu (10) Gesagten die Gleichheit von actio 
und reactio für die gegen die Begrenzungsfliche des Koipers 
wirkenden DradLC ausdruckt» 



§ 119. Defonnation von Flächen und KnrTen. 

Die durch die Foimehi (15) definierten, vom Nonnal- 
zustand ans gerechneten DefbimationagroßeiL haben einfiushe 
mid anschauliche Bedeutungen, zu deren Ableitung wir nnn- 
mehr Qbergehen. 

Zu dem Punkt 0 wählen wir einen Nachbarpnnkt 
Vxy h relativen Koordinaten 17, Bä. der 

DefoimatLon desKdrpers erleiden beide Funkle Veirnckungen 
mit den Komponentoi 6Xy dy, 6$ resp. öx^, dy^, dßi, und 
die Differenzen 

stellen die Änderungen der relativen Koordinaten ^, tj, s 
dar. Bei hinreichend kleinen ^, /y, d. h. in hinreichender 
Nachbarschaft des Pimktes x, y, e gilt aber nach der Stetig- 
keit von dx, Sy, 62 

(23) .., = .. + ,^%,^+t^,u.a.£, 

Vttift, WlnMtohn. 18 
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alsot wenn man in Erweitenmg der oben ebgeffihrfeen Be- 
seichnungen (15) setst 

auch 

Diese Formeln zeigen durch ihre in den Differentialquotionten 
von dx, dy, dz lineare Gestalt, daß bei einer Reihe suc- 
cessiver Verrückungen ((5ar)Ä, (Sy)k, {d^)h sich die Si], SC 
als die Summen deijenigen ((5^)/,, (St])^, {ö^)h darstellen, die den 
einzehien Verriickimgen entsprechen, daß sich also mich dm 
Differentialausdrücke Xx, iy, ^zy- wnd somit die Defoiniations- 
großen einfach aummiereHi wie dies bereits S. 271 beuutst 
worden ist. 

Für dio neuen, d. h. durch die Verrück imoren geänderten 
relativen Koordinaten jy' C gilt wegen ^'=^4-df, 

r-{(l + i»«)+17fy + ff« 

(26) i7'«=^i7« + i7(l+?/,) + C»?„ 

r=^Cx4-i?c„+ai+i?,). 

Da zwischen den alten und den neuen Koordinaten hiemadi 
linear homogene Beziehungen stattfinden, so caRgjbt flieh 
mit Hilfe bekannter Schlußleihen der anaLytischen i^metne 
der Sata: 

Ein System von Massenteilchen in der Nach- 
barschaft eines Punktes Xy y, z des Körpers, welches 
eine Oberfläche von einem beliebigen (z. B. ersten, 
zweiten, dritten) Grade erfüllt, wird bei der durch 
(23) gegebenen Verrückung so disloziert, daß es 
nach derselben eine Oberfläche von gleichem Grade 
erfüllt. Diese Deformation ändert sich nicht, 
wenn man die ursprüngliche Oberfläche in der Um- 
gebnnn^ des Punktes Xy » parallel mit sich ver- 
schiebt. 

Insbesondere bleiben hiernach Ebenen in der Um- 
gebung des Punktes x, k bei der Deformation eben, 
parallele Ebenen bleiben parall« 1, ein Parallelepiped 
behält parallelepipedische Form bei. 
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Da Kurven aiial3rtiseh als die Schnittimien zweier 
Oberflaohen dargestellt weiden^ so embt sich ohne weiteres 
ein dem ▼orstehenden gaiu analoger Satz für sie, der nicht 
besonders ausgesprochen zu werden bi^aacht. 

Im allgemeinen Falle wechseln die Deformationsgroßen 
innerhalb eines deformierten Körpers von Ort zu Ort ihre 
Werte; hier finden auch die oben beschriebenen Deformationen 
in der Umgebung verschiedener Punkte in verschiedener Weise 
statt In dem wichtigen speztellen Falle^ daß die Defop* 
mationsgrößen im ganzen Innern des Körpers die gleichen 
Werte besitzen^ sind auch die besprodienen Deformationen 
überall die gleichen, und kann man denmach die betrachteten 
deformierten Flächen und Kurvten innerhalb des Körpers 
beliebig weit erstrecken. 

§ 120. Die Dehnung einer Streeke. 

Der Radiusvektor r von dem Punkt y, e nach dem 
Nachbarpunkt x^^ y^, js^, gegeben durch 

(27) r»=f»4-i7»+t^ 

behält nach den soeben abgeleiteten Resultaten, also bei der 
Deformation, seine Geradlinigkeit, erleidet aber eine Ver- 
änderung dr seiner Lfängc^ gegeben durch 

rdr ^ ^di rjdfj '\' CH. 
Dies ist nach (25) gleidi 

+ rjC(VM'h f ,) + C^(C, + (m) + (f,r + 1».), 
oder nach (15) auch gleich 

(28) rdr = f ««^ + ^hj^ + ^^e, + tjCy. + + ^»/%. 

Als lineare Dilatation J des Vektors r bezeichnet 
man das Verhältnis dr/r, d. h. die auf die Längeneinheit 
bezogene Verlängerung. Führt man die Richtongskosiniis 

(29) ^/r«a, f/r-y 

von r (in seiner ursprünglichen Position gerechnet) ein, so 
gibt (28) 

(30) ^ = ^ = a*x» + ß^y^ + y^^^. + ßyy, + y aj». + aßx^ . 

18* 
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Tragt man l/^J als Strecke 5 von dem Punkte y, z 
ans auf der iticlitung von r auf, so erfoUeti die findpuiikte 
von s eine zeutrische Oberflache zweiten Giadea, derea 
Gleichung bei F^mffihynng der Koordinaten a «= sa^ h = 5/?, 
e^sf lautet 

1 « a»ir^ -j- fe'yy -f c*^^ -f- hcyg + caxf, -f- a&r&y. 

Die Veitoiluni^ der lioearrri Dilatation um einen Punkt 
ist also synuuetrisch in Bezug auf drei zueinander normale 
Ebenen. 

Lag r unspriinglich parallel der X-, der Y- oder der Z- 
Achse^ so nimmt A je den Wert J(y)^ J(«) an^ gegeben durch 

(31) ^(s) — ^i»)—yv9 ^(ß)=»»* 

Die Def'oruiationsgr(')lien Xy, y^, stellen boiiach 
die linearen Dilatationen für Richtungen parallel 
zu den Koordinatenachsen dar. 

§ 121. Die Yeränderung eines Flftehenwinkels. 

Wir betrachten nunmehr zwei Ebenen in der Nachbar^ 
adiaft des PimkleB y, deren Gleichungen in den relativen 
Koordiiiaten 1;, C lauten mögen 

(32) a*! + ßun + y*f = »A, Ä = 1, 2. 

Nach der Deformation sind die ETbenen immer noch eben» 
aber mit geänderten Positionen; ihre Gleichungen seien jetzt 

(33) aii + ßifj YiC = ni, 2; 

die in ihnen auftretenden Konstanten a*, ßf,, yi, ni be- 
stimmen sich dadurch, daß die Ebenen in den neuen Lagen 
durch diejenigen Punkte gehen müssen, nach denen ihre 
ursprünglichen Schnittpunkte mit den Achsen der i, ly, f bei 
der Deformation gerückt sind. 

Diese Schnittpunkte mögen im ersten Znstand die Ko- 
ordinaten (^;, , 0, 0), (0, rjk, 0), (0, 0, Ch)f im zweiten Zustand 
die^KoordiriLiten ^7^,,, t;,,), (^a2, Vh2> Cm)^ (as) 

besitzen; dann müssen die i^'ormeln gelten 

(34) ßntjk = «A, aihz + ßhVh2 + yiChi = «*, 
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SetiEt man 

oi — oa = dük, ßi^ßk yi — — dy*, 

und beachtet^ daß nach (25) oder (26) 

(hl — & = hsßxf Vki — ikfjsf Cki'^h Cmt 

(36) ht '^nh^yy — «7* nhVyy Chi == VhCp> 

ist, 80 erhält man nach einer einfachen ümsteliung bei 
Bfieksieht auf die Werte von $1,9 Vht Ch ni (34) 

(37) 6ßk = ßk^nkini, — (a* + ßkVf H- y*C,) , 
^y» = yA^%/% — («A + /^At/g + y* Ä.) . 

Nun ist der Winkel ;^ zwischen dcTi beiden iii'sprüngiicheu 
Normak n », und n, , resp. zwischen den beiden Ebenen in 
der ursprünglichen Lage^ .gegeben durch 

(38) 0O8;c-aia,+AÄ+yiy„ 

der Winkel zwischen den neuen Normalen, resp. den 
neuen Lagen der Ebenen durch 

(39) cos x' =- a^ai + ßißi + yiyi; 
es ist somit auch 

^^Qj — sin ;C <J;iC = ai öa^ + (5/^, + /i (^y^ 

Setast man bierein die Werte (37), so erfallt man so- 
gleidi 

— büi x^X^ (^%/ % + «^w^/ /ig) cos ;|r 

— ißi 72 4- 7i A) — (n «8 + a, ^2 ) — .^v i«i A -i A «.>)• 

In Bezug auf die Deutung der Quotienten (5% / ih, 
= (w* — nh)lnh ist folgendes zu beachten. ist die Länge 
der Ursprüngheben, flu diejenige der neuen Normalen auf 
der Ebene Ä, aber n'h ist nicht zugleich die Strecke, in 
welche sich ra^ bei der Deformation verwandelt hat; die 
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ursprünglich auf rih bctiudlichen Massenteilchen können 
durch die Deformation etwa in die Position nK (Fig. 39) 
gerückt sein, wobei n'^ nicht auf der neuen Ebene h normal 
steht, also auch nicht gleich n*, sondern gleich cos (yo, , ist. 

Da es sicii aber uiu 
kleine Winkeländerungen 
handelt, so darf der Unter- 
schied zwisdim njb und tiS 
als eine Gr5Be «weiter Ord- 
nung vemaofalSssigt werden. 
Hieraurdi wird dfuin dnkink 
dem in (30) bestimmten 
drjr gleichwertige nftmlifih 
gleich der linearen Dila- 
itg.89. tation Ak VI der Biditung 

der Normalen n*. Bezeicb- 
net man noch kons die Änderung dx des Winkels zwischen 
Ml und % mit v, so wird aus (41) schließlioh 

Diese widitige allgemeine Formel, in der ffir und 
die ans (30) folgenden Ausdrücke za setzen sind^ wird weiter 

unten Verwendung finden. Jetst wollen wir uns nur mit 
den speaellen FSUen beschäftigen, daß die Normalen n, , 
mit der f-, oder mit der C-f oder mit der jy-ßich- 
tunff zusammenfallen, wobei jedesmal x — i^ wiidj be- 
seumnen wir die betreffenden Werte von v durch v^f^^y v(^^ V(0^f 
so eigibt sich 

Die Def ormationsgröÜen y,, Zj-, x,, stellen so- 
nach die Vergrößeruneren der Winkel zwischen den 
Ebenen dar, die ursprünglich den Koordinaten- 
ebenen parallel waren. 

Dabei ist hier, wie überall, von den beiden möglichen 
M inkeln der in Betracht kommende daraus zu entnehmen, 
daß er sich auf Null reduzieren muß, wenn die Normalen 
einander parallel werden. Im anderen FaUe würde in dem 
obigen Satze eine Verkleinerung an die Stelle der Ver- 
größerung treten. 




§ 122. Die Verfiiideniiig eines Yolomeni. 
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§ 122. Die Teränderung eines Yolamens. 

Naflih voisteheadem geht bei der DefonnatiaD, welche 
doroh die Fonnel (25) gegeben ist, ein unendlich UeSnea 
Parallelepiped in ein soldies von andern Seiten und Win- 
keln über. 

Bas Volumen eines geschobenen Paralldepipeds von 
den Seiten Ii, Ii, U und den Winkeln q/i, qi, ^ swiBchen 
ihnen ist b^aointliäi g^ben durch 

War das Parallelepiped ursprünglich rechtwinklig und 
waren seine Kanten 2|| ^, 2^ den Koordinatenachsen parallel, 
80 ist 

und die Kantenwinkel nntersohdden sich nadi dem 
vorigen Paragraphen nnr nm Ünendlichkleines von ^n, 
Somit ist die Wnrzelgröße nur um eine Grdfie zweiter Ora- 
nung von Ems ver8(£ieden, und da ^2 ^9 ^ ^ gleich 
dem arsprSngUchen Volumen des Parallelepipeds ist, so er- 
gibt ob^ Formel bis auf GroBen zweiter Ordnung exklusive 

Ä'«=Ä;(1 + + -r^«). 

Bezeichnet man also die räumliche oder kubische 
Dilatation — k)jk durch d, so liefert vorstehendes 

(44) ^ = a5ar + yy + J».» 

Da man jedes Volumen iii J^arallelepipede zerle^n kann, 
so ist der erhaltene Wert für jedes unendlich kleine Volumen 
gültig.^ 

P^s mag nochmals dai-an erimiert werden, daß in dem 
allgemeinen Fall inhomogener Deformation die Deformations- 
größen innerhalb des Körpers von Ort zu Ort 
wechseln, und daß in diesem Falle die Betrachtungen der 
letzten vkit Abschnitte nur auf unendlich klone GebOde 
Anwoidung gestatten, daß sie aber für beüebke Bereiche 
Gfilt^keit gewinnen, wenn o?», • . . Xg innerhalb des Kdrpers 
konstent sind, die Def(»nnation also homogen ist^ 



II. Abschnitt 

Die Hauptgleichungen der Thermo- 
dynamik für beliebig viele Unabhängige. 

§ 123. Terttndenuigeii^ die bei dem Übergang toh zwei 
sn mehr Tariabeln eintreteli. 

Von den beiden Grimdgieicliungen der Thermodynamik ist 
die erste, die Gleichung der Energie, von uns auf 8. 76 u. f. 
ohne alle Beschränkungen bezüglich der Art und der An- 
zahl der Unabhängigen entwickelt, die zweite aber allein 
in dem Falle nur zweier Unabhängigen eingeführt worden; 
68 bleibt also vor allen Dingen festzustellen, ob dieser 
Gleichung in den allgemeineren Fällen ein Ajialogon ent- 
spricht. Hierbei ist Tuitzlich, sich daran zu erinnern, in welcher 
Hinsicht die Verhällniösc sich bei dem Ubergang von zwei 
zu mehreren Unabhängigen wandeln. Wir haben im vorigen 
Kapitel Zustandsändeningen betrachtet, die adiabatisch, d. h. 
ohne Waimeznfuhr verliefen^ und habcai benutzt, daß Bolche 
Ändeinngen Ifings kontumiiarlicher Kurven stattfinden, dem 
System £e Ebene der Unabhängigen ohne Sdmittptinkte er- 
fflllt Sdirieben mt die Gleichung dieser Kurven nach S. 107 
f(VyP) = ^> wobei S den Parameter beseiehnete^ so konnten 
wir nach 8. 113 fOr die Wärmemenge äü, ^e za emer 
beEebiffen Znstandsfinderung erforderlich ist^ för jeden von 
zwei Variabein abhängigen Körper den Ansäte machen 

unter ^ die Temperator, unter q> eine zunächst unbekannte 
Funktion verstanden. 

Ein solcher Ansntz ist auf den allgemeinen Fall nicht 
ohne weiteres übertragbar. Ist z. B. der Zustand des Körpers 
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durch drei Variable a, ß, y bestimmt, so läßt sich (da äQ 
mit da, dß, dy verschwinden muß) jedenfalls iur die den 
Änderungen da, dß, dy entsprechende Wärmemenge schreiben 

äQ = Qida ~\- ü^dß-{- Q^dy, 

wobei die Üh rechts zunächst unbekannte Funktionen von 
a, ßy y sind. Adiabatische Zustandsänderimgen sind durch 
die DiSerentialgieichimg 

(45) O^Ü^da+Q^dß+Q^dy 

definlerti die im allgem^en nicht int^iabel irt, während 
die analoge Farmel mit xwei Yaiiabehi die Integration stets 
gestattet 

Da nun ein Int^ral f(a, ß, >')»0 der Gleichung (45) 
eine Fläche in dem Banme (a, ß, y) darstellen wfiide^ aut 
der jeder Punkt von jedem anderen aus adiabatisch erreicht 
weraen könnte, so ergibt die vorstehende Überlegung in 
ObeHdnBtimmitilg imt gTlO», dafi bei dem Oberg^g von 
zwei zu drei Unabhängigen zwar wegen der stets endlichen 
Beziehung ^ = F(flf ß, y) Isothermenflachen an die Stelle 
von Isothermenknrven , aber im allgemeinen nicht zugleich 
Adiabatenflüchen an die Stelle von Adiabatenkurven treten. 

Die Difierentialgleichnng (45) definiert nämlich für jeden 
Ansgangszustand a, ßy y ein Flächenelement, auf welchem jede 
unendüdi kleine adiiabatiBche Zustandsänderung verläuft, aber 
die den verschiedenen Ausgangspunkten zugehörigen Elemente 
schließen sich nicht notwendig zu endlichen Flächen zu- 
sammen, sind etwa für zwei benachbarte Ausgangspunkte 1 
und 2 um die Verbindungslinie (1,2) gegeneinander verdreht. 

Bei dieser Sachlage ist es al'^o z. B. im alle;emrinon 
ganz unklar, welche findzustände von ( incin g» benea 
Anfangszustande aus auf adiabatischem Wege erreichbar sind. 

Wegen dieses Umstandes sind gewisse Schlußreiheu, 
die in dem Falle zweier Unabhängigen brauchbar und wegen 
ihrer Anschaulichkeit empfehlenswert waren, in dem aligemeinen 
Falle nicht mehr zulässig. 

§ 124. Yerallgemeineniiig der zweiten Haaptgleichmig. 

Wir haben in § 88 bis 90 geseigt, daß bei jedem umkehr- 
baren Carnotsohen Kreisprozeß, — d. h. bei einer beliebigen 
geschlossenen Zustandsänderung, während deren ein KG^er 
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abwechseJnd in Berührung mit einer höher und mit einer 
tiefer temperierten Wärmequelle und dazwischen ohne VVärme- 
aofiiahme gehalten wird, — für die ihm aus diesen Wärme- 
reservoireu von der Temperatur '&a und i^ zufliegenden 
Wärmemengen Qa luid J% die Formel gilt 

Hiehn können üa und Üi, sowohl positiv wie negativ sein. 

Non wollen wir einen Körper betrachten*), der mit 
Hilfe von n beliebigen Wärmereservoiren 1^ 2, . . . n von den 
Temperaturen i^^, ... i^h einen Kreisprozeß durchläuft^ 
der umkehrbar oder nicht umkehrbar sein kann. Dabei sei 
^1 < ^2 < • • • < ^t* » ^ entnommenen Wärmemengen 
heißen Q^, * * * 

In Erweiterung der Carnot-ClausiaaBchen Methode 
der gekoppelten ELreisproKesse denken wir uns n 1 Körper 
gegeben, die mit Hilfe von je zwei Wärmereservoiren von 
zwei benachbarten Temperaturen der Reihe il^,» . • . ^i» 
umkehrbare Carnotsche KrdsjMrozeBBe in einer Richtung 
ausföhren^ deren Festsetzung wir uns no<^ vorbehalten. 
Bei jedem Umlauf mag der erste Körpor aus dem Beservoir 1) 
die Wärmemenge Q[y aus 2) die Wärmemenge O^, der 
zweite Körper ans 2) die Monge Ol» ans 3) aber Qj[ ent» 
ndmien u. s. w« 

Dabei bestehen nach (46) die Beziehungen 

(47) ^,"^1^3=^"' 



Die (Icsaiiitbeträge, die den n Reservoiren entzogen 
werden, sind hieiiiach 



*) Kirchhoff, W&rmelehre, Leipzig 1894, S. 58. 
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§ lU, VeraUgememenmg der sweiian HtoptgteioliiiBg. 283 
(48) Qs-ft + Öf+Öi', 



Wir wollen uns die n — 1 Hilfskreisprozesse so geregelt 
denken, daß einurseits in allen Reservoiren (h) mit Ausnahme 
des iiücböten und des tiefsten die Gesamtentnahmen ver- 
schwinden^ Zufuhr und Entziehung sich also kompensieren, 
und daß andererseits 

(49) Qi + Qh = 0 

ist. Dies geht an, da wir 2 (n — 1) Wärmemengen verfögbar 
haben und mit ihnen die vorhandenen Bedingungen, naiäich 
die M — 1 Formehl (47), sodann die n — 2 Beziehungen 

(50) Q2 = 0, Q3 = 0, ... Q»_i = 0 

nnd endlich (49) zu befriedigen vermögen. 

Wenn diese Anforderungen erfuUt sind, so ist das 
Besnltat des ganaen kombinierten Prozesses wegen 

(51) Ö, + 02+ ÖH«0 

ein reiner Wärmetrausport zwischen dem höchsten und dem 
tiefsten Reservoir, ohne Aufwand oder Gewinn von Arbeit, 
welcher letztere ja nur eintreten kann, wenn die Summe 
aller Q^, d. h. if)äÜ größer oder kleiner als Xull ist. 

Nach dem C 1 au sius sehen Prinzip S. 200 kann ein 
solcher Wärmetransport nur in der llichtuDg von dem höher zu 
dem tiefer temperieiten Reservoir staltfinden, d. h., es muß sein 

(52) Qn>0, Qi<0. 

Fassen m nun die Gleichungen (48) mit den Faktoren 
l/^i, l/^2> • • • 1/^« zusammen mid beachten die Beziehungen 
(47) und (50), so erhalten wir 

oder wegen ^| < und wegen (52) 
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wobei das Gleichheitszeichen den möglichen Grenzfall be- 

zeicimet. 

Geht man mit der Anzahl n der Reservoire zur Grenze 
Unendlich über, so verwandelt sich die Summe in ein Inte- 
gral, und wir erhalten aus (53) ' 

(54) 

Ibt der betrachtete Kreisprozeß mit den entgegengesetzten 
Aufwendungen umkehrbar, so erhält man dumi diewlbe 
Schlofirdhe 

wob«i die äü dieselben Größen beseichnei^ ine in (54), und 
die Kombination der beiden Formeln liefert für den be* 
liebigen umkehrbaren Prozeß 

(56) 

Wie auf S. 206 bemerkt, ist diese Beziehung die Be- 
dingung dafür, daß äQj^ ein voUstfindigeB Differential vb^ 
daß also geschrieben werden kann 

(56) äÜ-^ddH, 

unter H eine l?\inktion aller Unabhängigen verstanden, 
die anch im allgemeinsten Falle die Entropie genannt wird. 

Hiermit ist die zweite Hauptgleichung für beliebige 
umkehrbare ZustaDdsänderungrn bewiesen und damit zugleich 
gezeigt, daß es eine endliche Beziehung zwischen den Un- 
abhängigen, nämlich 

Konst 

gibt, welche alle diejenigen Zustände veifoindet, zwischen 
denen umkehrbare Übergänge durch rein meehanisdie Ein- 
wirkungen^ also adiabatisch, möglich sind. — 

Im vorstehenden haben wir das Olausiussche Prinzip 
zur Anwendung gebracht. Es ist khav man ebenso dais 
8. 202 formulierte Thomsonsche anwenden kann. Hierzu 
hat man nur die Hilfskreisprozesse so zu leiten, daß 

^2 = 0, . . . Q„«i«0, 
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ist. Diese n — 1 Gleichungen bostiranien mit (47) alle ^"iri^ 
P^. ihrer P'.T^^ülliing besteht der ganze Vorgang in einer 
Umsetzung von Wärme in Arbeit oder umgekehrt Nach 
Thomson soll der erstere nicht möglich^ also 

Qi<0 

sein. Verfährt man nun mit dem System (48) wie S. 283 
gezeigt, so resultiert 

alao auch 

wodurch Formel (53) zurückgewoimen isb 

Das Thomsonsche PrmzlB hat Y<Mr dem OlausiuB- 
sehen das voraus, daB es ohne Weiteres die Anwendung auf 
isotherme Kreisprosesse cestattet, wo das Claus ins sehe 
offenbar sunaehst versagt; denn wenn der arbeitende Korper 
nur aus einem "Wärmereservoir gespeist wird^ können jene 
Hilfsprozesse nicht in der oben beschriebenen Weise aus- 
geführt werden. Dag^en liefert das Thomsonsche Prinzips 
welches die Beziehung 

verlangt, nach der Energiegleichung hier ohne weiteres das 
Resultat 

(J)äÜ<0; 

und dies ist die Formel (54) für konstantes 



§ 125. Beverslble Torgänge mit drei ünabliftngigeii. 

Ehe vnr uns den ganz allgemeinen Betrachtungen zu- 
wenden, wird es nützlich sein, einen Fall, der zwischen 
diesen und dem fiTiheren speziellen Problem liegt, zu er- 
örtern, nämlieh die Verhältnisse bei einem Medium, deP!=en 
Zustände durch drei Unabhängige bestimmt werden , zu 
untersuchen. Dieser Fall gestattet noch, ähnlich wie der 
zweier Unabhängigen, die geometrische Veranschaulicliimg 
der Vorgänge und bildet daher die angemessene Brücke zu den 
komplizierteren; wo auf solche Hilismittel verzichtet werden muB. 
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Wir wählen als eine Variable dieabsolute Tem peratur t> und 
beaeiclmeii die beiden anderen durch a und k Üm die Yor- 
Btellung zu fixieren, können wir uns einen cylindrischen Stab 
von beliebigem Querschnitte einem gleichförmigen J>rack 
auf seine Grundflächen und einem anabhängig davon ver- 
änderlichen gleichförmigen Druck auf seine Mantelfläche 
ausgesetzt denken, während er in seiner ganzen Ausdehnung 
a\if die gleichförmig veränderliche Temperatur t> gebracht ist^ 
Hier w£den dann etwa Pi nnd Pf die Variabein a and h ver- 
treten. 

Die Zustande euies solchen Körpers können durch die 
Ftmkte eines auf ein Eoordinatenkreua a, h, bezogenen 

Baumes. Zustandsandenmgen 

gestellt werden. Da jede end* 
liehe Beziehung zwischen den 
drei Variabein eine Flache dar- 
stellt, so gibt es in diesem Falle 
Flaohens(maren konstanter Tem- 
peratuTy konstanter Energie und 
konstanter Entropie. Und da 
auf jeder dieser Flachen ge- 
^^'^^ — schloesene Kurven verlaufen 
Kf. 40. können^ so gibt es hier auch 

isothermische, isenergetische und 
adiabatische Kreisprozesse, deigl. bei dem früheren 
ebenen Problem nicht denkbar waren (s. Fig. 40). 

Für reversible isotfaermische und adiabatisdie Kreis- 
prozesse ist nach (55) jederzeit 

(57) (ü) = if)äü = 0, 

also gemäß der allgemeinen Beziehuiig (A)-{'{ü)imO auch 

(58) (^) = (/)ÄJ[ = 0; 

für isothermische und für adiabatische Ziistands- 
änderungen muß also sowohl äü als äÄ stets ein 
vollständiges Differential sein, wobei der der Adia- 
bate ent8prc( 1h Ilde Fall äÜ =^ 0 mit eingeschlossen ist. 

Ein solcher isothermischer Kreisprozeß einfachster Art 
würde in dem oben herangezogenen Fall eines Cjlinders 
dadurch zu erzielen sein^ daJB man den Cylinder (etwa 
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einen Metalldraht) in einem Flüssigkeitsreservoir ausspannt^ 
so daß einerseits die spannende Kraft, andererseits der 
Druck der Flüssigkeit variiert werden kann, und das Ganze 
in ein Flüssigkeitsbad von konstLiiiter Temperatur i^ = 
z. B. in Eiswasser, eintaucht. Geht mau von einem Paar 
Anfangsdrucke 2>i = p'U p2 =Pi (wobei jetzt < ü) aus uud 
steigert zunächst bei konstantem j?2 P\ t sodann p.^ 

bei konstantem bis auf p'^j läßt dann p^ bei konstantem 
wieder bis auf pl und schließlich p^ bei konstantem p^ bis 
auf j)S abnehmen, so hat der MetaUdzaht einen Kreisraoieß 
von der Form eines Beohteekes in der Ebene ^ » dnreh« 
laufen. 

Ein adiabatischer Kreispn»efi ist nicht so einfach zu 
realisieren; man müßte daifir ^wa eine Flüssigkeit von 
sehr geringer tiienmscher Leitföhigkeit anwenden und die 
Verinclercinff huireidimid schnell vomehmen. 

Auch die Verwirkllohnng eines isenergetischen Kreis- 
prozesses bietet Schwierigkeiten; dieselbe verlangt, daß die 
Zuwendungen an Arbeit und an Wanne sich in jedem Zeit- 
element kompensieren. 

Kreisprozesse aus dner Adiabaten und einer Iso- 
thermen, die iin Falle zweier Unabhängigen ausgeschlossen 
waren, können bei drei Unabhängigen ebenfalls vorkommen. 
Denn da hier Adiabaten- und Isothermenflachen existieren, 
80 ergibt die Schnittkurve einer beliebigen Fläche F mit 
einem aus einer Adiabaten- und einer Isothermenfläche be- 
stechenden Paar (TT, stets einen Kreisprozeß der genaimten 
Art, Avoun nur i*' die Öchuitt kurve des Paares (77", ■&) zweimal 
schncidf t. Fig. 41 sucht diesen Fall zu veranschaulichen. 
Die Flächen ■& und F sind als Ebenen, IT als Cylmder ge- 
zeichnet; die Gerade (a ß) ist die Schnittlinie des Paares {&yF)^ 
die Raumkurven (ayß) und (a Ö ß) sind die Schnittlinien 
der Paare {0,11) und (F, IT); die Kurve aß da stellt eiuen 
Kreisprozeß dar^ der aus einer Isotherme und einer Adiabate 
besteht. 

Ein Widerspruch mit dem Thomson sehen Prinzip ist 
aber nicht vorhanden^ weil die Gesamtwänne^ die längs (aß) 

au^enominen wird, verschwindet. 

Diese Bemerkung ist insofern lehrreich, als sie zeigt, dali 
das genannte Prinzip, diu> nach S. 207 bezüglich des Verlaufes 
der Adiabaten- und Isothermenkurven sciiätzens werte Auf- 
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klSniDg gab, für die entsprechendeii Flachen nichts 
weBeammsB m lie^m vermag. Man muß sieh hier vielfiuih 
auf I^gibifit&ten beaehrSnkett» also insbesondere 2. R im 
Falle dreier beliebiger YaiiabelD a, ß, y annehmen, dafi, 
wie die Temperatur-, so andi die EntropieflSchen je ein 
den ganzen Baun — soweit er phjsikalisohe Znstfinde re- 

SrSsentlert — erfüllendes System cUretellen^ daß die flSehen 
esselben Systems sich nicmt schneiden^ auch nidit geschlos- 
sene Teile enthalten, u. der^ Ist d oder R mehrwertig, so 
erfordert die geometEisehe DarsteUimg aller md^iehen ZnstSnde 
auch mehi&ehe Baume. 




Fig. 41. 



Ein allgemeines Resultat gibt unmittelbar die Gleichung 
fiQ = {}dH) denn da man nach dorselbon die Entropie 
durch Wärmezufuhr bei konstanter Tempf l atur auf jeden 
beliebigen Wert bringen kann, so folgt aus ihr, daß jede 
iF^othermeniläche alle Adiabatenflächen schneiden 
muß. 

§ 126. Übergang za inhomogen Torinderlielien Körpern. 

Nach dem Inhalt von § 124 können wir der für alle 
Arten von Zustandsänderungen galtigen ersten Haupt- 
gleichnng 

(59) dE^äA^äQ 
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für alle umkehrbaren Yorgänge als «weite Hanpt- 
gleichnng cuordnen die Besiebung 

(60) äÜ=^'»äH. 

£s bestimmt sicli demgemäß für beliebig viele und beliebig 
geartete Unabhängige Energie und Entropie in einem Zu- 
stand (1) durch die Formeln 

(öl) 
(Ol) 

in denen und JSIJ^ die in einem Normalzustand (0) beliebig 
voigescfariebenen Werte von E und H bezeichnen, und die 
Int^rale über einen beliebigen Weg (der bei H reversibel 
sein muß, bei E irreversibel sein kann) von diesem Normal- 
zustand (0) 2u dem bestimmten Zustand (1) zu erstrecken sind* 

Da der Weg des zweiten Integrals reversibel sein 
muß» so erscheint es zunächst zweifelhaft, ob die Entropie 
fOr gßnz beliebige Zustande eines Korpers definiert is^ 
denn es wären Zustande denkbar, die sich überhaupt nicht 
auf reversiblem Wege von dem Normalzustand (0) erreichen 
lassen. Indessen ist ein Anhalt für die Existenz solcher 
Zustände bisher nicht vorhanden^ und wir betrachten die 
Definition daher als eine allgemeine. 

Die Formeln E = Konst., ^ = Konst und 5*=- Konst 
bestinunen Scharen von Zuständen, die entweder ohne allen 
äußeren Aufwand (d. h. im allgemeinen bei sich kompen- 
sierenden Aufwendungen an Arbeit und an Wärme) oder 
bei konstanter Temperatur oder ohne Wärmezufuhr inein- 
ander überführfoar sind und die geometrische Gebilde höherer 
Dimensioii erfüllen, welche man jetzt als Iseneigeten^ Iso- 
thermen und Adiabaten oder Isentropen zu bezeichnen hat. 
Auf jedem dieser Gebilde sind Kreisprozesse möglich, die 
spezielle Eigenschaften besitzen; insbesondere sei daran er- 
innert, daß wegen des Versehwindens von (Ä) für iso- 
thcnnische und adiabatische Krei^prozpspe rlÄ fiir beliebige 
isnthermische und adiabatische Voränderungen ein voll- 
ständiges DiiSerential sein, also ein i^oteutial besitzen muß. 

Voigt, WlnMlAlur«. lg 
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In dem allL^emcinen Fall von Körpern, deren Zustand 
örtlich nach der Stetigkeit variiert, muß man dm 
Formeln auf ein Massen- oder Volumenelement anwenden, 
innerhalb dessen der Zustand als konstant anges( licn Averden 
kann. Dabei kommt in Betracht, daß Gravitation swirknngen 
innerhalb eines Volumenelementes jederzeit verschwindend 
kleinen Einfluß haben, daß also, selbst wenn man dergleichen 
zuläßt, die Proportionalität der Betrage von Energie imd 
Entropie, der Aufwendungen an Arbeit und Wärme mit der 
Masse sicher ist. Man kann deshalb mit den auf die Massen- 
einheit bezogenen spezifischen Größen rechnen, die in (15) 
auf S. 210 definiert sind, und eventuell Gravitationswirkungen 
allein in den äußeren Kräften zum Ausdruck bringen. 

Auch der Fall bewegter Körper läßt sich einbeziehen, 
wenn nach Beseitigung der Schwerpunkts- und Rotations- 
geschwindigkeit jedes Volnmenelementes in demselben nur 
unendlich kleine Deformationsgeschwindigkeiten zurück- 
bleiben, das Element sich also in seinem inneren Verhalten 
nur nnmeiklidi von dnem im Gleichgewicht befindlichen 
nntereoheidet. 

In dem Fall deformierbarer fester Korper, der für uns 
in erster Linie in Betracht kommt imd bei dem es sich 
um äußerst kleine Deformationen iiandelt, ändern sich die 
Volnmina so wenig, dali diese Änderung nur da zu berück- 
sichtigen ist, wo es sich um die Differenzen zwischen den 
Größen desselben Volumens in verschiedenen Zuständen 
Iiandelt» Demgem&B kann man die Änderung dann stets 
vemachläasigen, wenn der Absolutwert des '^^omens aol- 
tritti den ein Massenelement einnimmt; bisEranf beruht, dafi 
man Eneigie imd Entropie, Zuwendoiur von Arbeit nnd 
WSime ebensowobl auf coe Yolamen-| lua aof die Massen^ 
einbflit besiehen kann. 

Das ersteie ist in dem Fall d^rmierbarer Kovper 
deshalb voEBasidien, weil nach (17) die Axbdt der iafima 
Kräfte an einem Volnmendement diesem leisteren pro- 
portional ist Wir setaen demgem&6 in diesem Kapitel 

(62) JS^r^, H'^Vffp äA-^Väaf, äÜ^Väc/, 

wo sich nunmehr die statt der früheren e, rj, da, äo} ein- 
geführten e^i f/i da', da/ auf die Yolumeneinheit be- 

. j . . .. I y Google 
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ziehen, und Bdueiben demgemäB die beiden Haupte 
glejchnngen in der Fonn 

(63) de'-öa'+öco', äu/^Mrf. 

Im AnscUiiß hieran ist es vorteilhaft^ aueh die spesi- 
fisdien Wannen nieht mehr in» frfiher anf die Massoi-, 
sondern auf die Volumenemheit zu bezidien; wir fuhren 
demgemäß als spezifische Warme der Volumen- 
einheit die durch 

(64) y^ — ^ — 
definierte Größe ein« 



§ 127. jfcUitwickliiiig der Hauptgleichiingen t&r beliebige 

Unabhängige» 

Über die Unabhänprigen wollen wir aui^ bestimmten 
Gründen noch nicht vollständig verfügen; wii' werden im 
zweiten Bande sehen, wie trotz der Beschränkung aui de- 
formierbare Körper hier noch verschiedene Fälle m^lich 
sind. Eine Variable wollen wir mit der absoluten Tempera- 
tur identifizieren, die anderen aber allgemein mit QC^yX^f.»,Xn 
bezeichnen. Unter h verstehen wir stets eine der Zahlen 
1 bis n und unter dem Summenzeichen 2^ ^tUs nichts 
anderes ausdrficklich bemerkt ist^ die Summe über die In- 
dizes h von 1 bis fi. 

Unter Benutzung dieser Bezeidmnngen haben wir z. B. 

(66) ärf^%^^:E^^^> 

(67) 5a'= Säd^ — 2X^dxu, 

wobei -\-Sy — Xj, — X^, ... analog wie die Q^y ... 
auf S. 281 zanächst mibestimmte Funktionen aller Unab- 
hängigen sind. Bezüglich ihrer physikalischen Bedentung 
ist klar, daß — X^dXi die Arbeit darstellt, welche zu allei- 
niger Veränderung von rr,- erforderlieh ist. Hat den 
Cliarakter einer Koordinate^ dann ist nach der allgemeinen 

19* 
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Definition einer Arbeit auf 8. 55 und 56 Xt diejenige (auf die 
Volumeneinbeit bezogene) Kraftkomponente^ welcne auf die 
Yerkleinenuig von Xi bmwirkt; besitst Xi einen anderen 
Charakter, so bestimint sich die Natur von Xi durch die 
Dimensionalgleichung [äa'] =»ml—^ i^*, Bd^ ist die Arbeit^ 
die erCoideriich ist» um bä konstanten x^^ x^^ ... die Tem- 
peratur d zu steigern* 

Es mag betont werden, daß eine Arbeit der lästeren 
Art uns beieitB in dem einfachsten Ecüle eines unter allseitig 

Sleichem Drucke stehenden Körpers begegnet ist Dort war 
ie auf die Masseneinheit bezogene Arbeit gegeben durch 
äa^ — pdv, oder bei Einführung von p und tl^ als Un- 
abhSngigen durch 

welcher Ausdruck der Formel (67) für äa' dnrehans parallel 
geht; p steht hier an Stelle von x dort. 

Dieser Vergleich, der die Bedeutung der Größe S veran- 
schauKcht, lehrt zugleich noch etwas anderes. Es lassen sich 
im allgemeinen die Unabhängigen a,hyC, ... so wählen, 
daß 0 = 0 ist, d. h., daß aus dem Ausdruck für die 
Arbeit das in dit} multipliziorte Glied verschwindet. 
Diese Systeme Unabhängiger liefern demgemäß, wie sich 
zeigen wird, allgemeine Formeln von besonderer Einfachheit. 

Seti^en wir die Ausdrucke (60) bis (67) in die Energie- 
glcichiino- ein und bedenken, daß die <^?>, dx^, dx^, . . . 
voneinander unabhäncri^' vorgeseh rieben werden könneni so 
köimen wir sie in das Formeisystem zerlegen 

wobei, wie oben gesagt, für h jeder Wert von 1 bis n zu 
setzen ist Aus diesen Formeln lassen sich durch Elimination 
von oder t]^ neue Gleichungen bilden^ die wir hier aber 
noch nicht aufführen wollen. 

Aus der Formel (64) folgt gemäß (66) 



''Xd^'^^dxkd^)' 

4 

wobei die dxj^jd^ sieh durch die Änderungen der Xk be^ 
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stunmen, welche die Erwaimm^ beg^exten» also nicht 
rentialqnotieiiteii im gewdlmHcheiL Sinne darstellen. 

Unter den verschiedenen spezifischen WSnnen y' nimmt 
eine au^ezeichnete Stellung diejenige ein, die sich auf on- 
geanderte x^^ also auf verschwindende äx^^^ biazieht. Bezeichnen 
wir dieselbe mit yii bo gilt nach der letzten Gleiohung 

(69) 

und die allgemeine Formel för y' ninmit die Gestalt an 

(70) r'-ri+^^ä'^. 

Der spezifischen Wärme y'j, kann man als zweiten 
speziellen Fall eine spezifische Wärme y^ gegenübersteUen^ 
welche sich auf eine Erwärmung bei konstanten X^, also 
bei verschwindenden c^X^, bezieht Ihr Wert folgt aus (70), 
weim man darin die Werte dxkjd^ einsetzt^ die sich ans 
den Gleichungen dX^^ — 0, d. h. aus 

für alle h ergeben. 

§ 128. Das erste tlieniiodyliaiiiisehe Potential« 

Führt man in die Gleichungen (6d) die Hilfsgroße 

(71) ^ly'-r 

ein, 60 ergibt sich 

(72) ||'=0-V', Ig— X- 
also 

(73) df ' - (e — j^O — 2X»<la?A , 
und bei Einsetzung dieser Ausdrucke in (67) 

äa'^fl'd^-häC, 

wobei di' die ganze Änderung von |' infolge der Yartationen 
d^, dx^ f dx2 , . . . bezeichnet 

*) Qibbs, 1. e. 
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Die letzte Formel für 5a' geht der Gleichung (46 auf 
S. 215 vollständig paralli i und gestattet die gleichen Folge- 
rungen. InBbesondere wird für iaotheimische Veränderungen 

(74) (aoO*-d*r, 

somit also die Änderung der Hilfsfunktion |' der zugeführten 
Arbeit gleich. We^n dieser Beziehung hat man ^' das 
(erste) thermod) mimische Potential oder auch die 
freie Energie der Volumeneinheit genannt. 

Aus (72) gewinnt man durch Elimination von ^' merk- 
würdige reziproke Beziehungen zwischen den allein, reap. 
jswiflchen ihnen und By sowie fi\ Es gUt nfimlieh 



(75) 



^X4^ dXk 



and 

Femer liefert das Einsetzen des Ausdrucken für 
aus (72*) in (71) für die Energie der Volumeneinheit 
den Wert 

(77) 

Der allgemeine Ausdruck (70) fär die speafiaehe Wärme 
ninunt nach (76) die Gestalt 

an, und inr yi folgt aus (69) und (72^) 

Die Elimination von ^' mit Hilfe der Beziehungen (72) 
für liefert Reziprozitätssatze von dem Typus 

Um aus (78) yi «n bestimmen, d. h., um diejenigen 
Werte dxhjd^ zu berechnen^ welche verschwindenden dX^ 
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entsprechen, kann man so verfahren, daß man nach den 
Formeln (72*), d.h. aus di'jdxk— — X/,, die Unabhängigen Xk 
durch ^ und die ausdrückt und dann die Differential- 
qnotienten dx^jc^ß' bei konstanUii X/^ bildet. Diese Aus- 
drücke sind offenbar mit den gesuchten {dxf^jdd) ijn^^a 
identisch. 

Um dies Verhältnis ganz klar zu stellen, kann man 
den aus (78) für yz folgenden Wert schreiben: 

wobei in dX^ld^d" 2* dnioh ^ und die dagegen in 
^»hj^t^ ^ durch d und die Xj^ ausgedrückt vsi denken iet. 

§ 129. Das zweite thermodynamisclie Potential. 

Bei den vorstehenden Entwicklungen wiien neben d 
die Xk als Unabhängige geführt. Man geht leicht zu einem 
System Y ariabeln, bestehend aus ^ und den X« , über, indem 
man in ^' die Xh nach den Formeln (72) durch und die 
Xa ausgedruckt denkt und die Funktion 

(82) r + 2Xk«*«r, 

das zweite thermodynamiöche Potential, betrachtet. 
Hier wird 

dr + 2 (x,dx^ + xudXi) = dl:', 

und nach (73) folgt daraus 

(83) (e ^ 0 d^ + 2ar*dXi « df, 
also 

(84) ^-e-n'. 

An dirso Fonneln kann man nun dieselben Überlegungen 
anknüpfen, wie an die entsprpchenden (72). Es ist nicht 
nötig, deren Resultate ausfülirlich anzugeben; nur eine Be- 
merkung sei gemncht, um Mißverständnissen vorsubeugen. 

Es gilt analog zu (66) 

(85) ^l' = %'i<^ + 2§i<i^' 
also nach (64) 
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und demgemäß auch 
(87) 



Diese Beziehui^ sdieint im Widerspruch mit (69) zu stehen. 
Es ist indessen zu bemerken^ daß die in diesen beiden 
Fonneln auftretenden Diffeientialquotienten Stj'ld^ ganz 
veischiedene Bedeutung haben. In (69) ist rj^ eine Funktion 
der Xk und in (87) eine solche der Xh und es 
also ausfuhrlidier wid unzweideutig zu schreiben 

oder .i=*4(e-^),.i=4(e-|5). 



ÜL Abschnitt 

Thermodynaniik elastischer KSrper. 



§ 130. Die allgemeinen Formeln« ' 

Die im vonVen Abschnitte entwickelten allgemeinen 
i?'ormeln finden ihre wichtigste Anwendung in dem Falle eines 
deformierbaren, insbesondere eines vollkommen elastischen 
Körpers.*) Hier ist nach (17) die auf die Vohimeneinheit 
bezogene äußere Arbeit äa* (die wir, wie früher, ohne Index 
a führen wollen) linear in den Differentialen der Deformations- 
größen, die sich hierdurch als Unabhängige erweisen, und 
deren l^'aktoren stellen das Negative der Druckkomponenten 
gegen Klaehenelementc normal zu den Koordinatenachsen dar. 

Die in ^ llö u. f. bciiut/ten Bezeichnungen der Druck- 
komponenten mit Xe,... Xy uiid der Deformationsgrößen 
mit Xxf» sind außerordentlich anschaulich und daher bei 
der Entwicklung der Grundformeln bevorzugt Im weiteren 
Fortgangs wo es sich hSafig um symmetrisch gebaute Summen 
fiber Glieder efsten oder zweiten Gndee in diesen Gfßfien 
luuidelt^ bei denen nicht sowohl die physikalische Bedeutung, 
sondern viehnehr die Stellung der einzelnen in der Reihe 
der sedis verwandten • . . oder besonders ins 

Aqge zu fiusen ist, empfiehlt sidi die Benutzung einer andern 
Belohnung, welche diese Stellung sofort erkennen l&Bt und 
die Anwendung der gewöhnlichen Summenzeicfaen gestattet. 
Wir werden demgemäß weiterhin die im vorigen 



*1 W. Thomson, Quart. Joiirn. of Math., T. 1, S. 57, 1867; 
Schüler, Journ. d. rtws. phys. Ges., Bd. 11,8. 6, 187Ö; Planclc , Gleich- 
gewich tasustande isotroper Körper, München, 1880: W. Voigt, Wied, 
luk Bd. 8«, S. 748« 1888. 
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Aböchnitt benutzten allgemeinen Symbole Xf^ und Xk 
beibehalten, nur ihre Anzahl au£ sechs normiert 
annehmen^ und also unter 

^» ^> «4> ^9 ^ ^ ^9 ^» ^ 

weiterhin speziell verstehen 

y»> ^x, und X«, Yp, Zg, Tg, Zx, X^» 

Für die auf die Einheit dee VoliimenB besogene Arbeit 
erhalten wir dann nach (17) 

(88) äa = — 1' iZ^/,, Ä = 1, 2, ... 6, 

ein Ausdruck, der mit (67) bis auf das fehlende f) über- 
einstinirnt. Bei Benutzung der Deformationsgrößen als un- 
abhängiger Variabein enthält also die Arbeit kein mit d& 
proportionales Glied, und wir können die allgemeinen Formeln 
des voritren Al)öchmtt€s nnmitteibar in der hierdurch ver- 
einfachten Gestalt übernehmen. 

Insbesondere gilt bei Einfuluiing des ersten thermo- 
dy miraischen Potentiales e — = $' nach § 128 das 
Folgende: 

lerner 

(80) 

sowie 

(91) e'^r+^v'-i'-^^' 

Fui die spezifische Wärme erhält man aus (78) 

(92) + 

wobei die spezifische Wärme der Volumeneinheit bei kon- 
stanter Deformation bezeichnet und durch die Formel 

g^ben hsb, wShrend die dXkldd^ sieb dnrbb die Defocmar» 
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tionen bestimmen, welche die Erwärmung begleiten. Für 
gelten Beziehungen von der Form 

^^^^ ö«» ^ ^ 

welche in merkwürdiger Weise die Veränderung der spezi- 
ßschen Wärme yi durch Deformation mit der ^aderung der 
Drockkomponenten mit der Temperatur vwknfipfen. 
Endlich Hmrt (81) fOr die Bpezifisohe WSmie bei koostanten 
DraflkkomponeDten oder Spannungen die Formel 

(95) ,i_y,+#2;ä^-äi5- 

Fflr das zweite lliermodynamiBdie Potential Udbt 
die Beaidhnng 

(96) r^lXi,x,,=^C' 

bestehen, ans der nun des versohwindenden B nach 

(84) nnd (87) folgt 

(98) rk'^-k—^sl,- 



§ 131« Ein spesieller Anmta für das erste 
thermodynamiselie PotentiaL 

Da die Deformationsgroßen Xn in allen praktisch wichti^ren 
Fällen sehr kleine Größen sind — sie erreichen bei festen 
und flüssigen Körpern selten den Wert von 0,01, — so erhält 
man bequeme Formeln, indem man die zunächst unbekannte 
Funktion! 'in eine Reihe nach steigenden FotcDzen dieser Größen 
entwickelt und mit Gliedern von solcher Ordnung abbricht, 
wie sie durch die Genauigkeit der Beobachtung verlangt wiid. 

Bezüglicii der Temperatur liegt die Sache natürlich p^anz 
anders, und es gelingt im allgemeinen nicht, das Gesetz ilirer 
Einwirkung in weiteren Grenzen befriedigend darzustellen. 
In vielen Fällen genügt es aber, mit der Abweichung der 
hemchendmi Tanperator ^ yon einer An&ngs- oder Nonnal- 
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temperator zu redmen und dne Entwicklung nach 
Polenzen von 

(99) '& — &^=.T 

vorzunehmen. Aber man muß zur Darsteliuog der Be- 
obachtungen häufig höhere Glieder in Bezug auf t heran- 
ziehen, als in Bezug auf' die Xf,* 

Der Ausdruck für |' selbst tritt nur in der Formel (91) 

für die Energie s' auf, deren absoluter Wert im allgemeinen 
keine Rolle spielt; im übrigen kommen nur Diiferential- 
quotipnton von in Betracht. Unter diesen stellen diejenigen 
erster Ordnung nach (Slil) die DnTckkümponcnten und die 
Entropie dar. Geht niaii, wie wir zunächst tun wollen, von 
einem Anfangszustand aus, in dem die Drucke verschwinden, 
so kann ^' kein in den Deformationsgrößen allein lineares 
Glied enthalten. Ein in der Temperaturauderung x allein 
lineäreB Glied würde eine additive Konstante in dem Aus- 
diuek für die Entropie rj^ liefern und Icann, weil deren ab- 
soluter Wert nicht zur Anwendung kommt, gleichfalls fort- 
gelassen werden. 

Somit ist das niedrigste Glied der Entwicklung, welches 
für uns Bedeutung besitzt, dasjenige zweiten Grades; wir 
wollen uns auf dasselbe beschränken und denigemäli schreiben 

(100) 2('^l^CHuX^x^'-'2tlq^Xt,^rtK 

Hierin bezeichnen die Ckkf und r Konstanten und es kann 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

(101) CuU^CkK 

gesetzt werden; die Summen smd über die Zahlen 1 bis 6 
4Stt erstrecken. 

Die Anwendung der Fonnehi (89) fOr die ersten DÜffe- 
rentialquotienten von liefert nun foJgende BeziehuDgen 

(102) i^' = |g4a?* + rT, 

(103) « — 2 CAjfc a:* + 2a T , 

ans denen die Bedeutung der verschiedenen Parameter des 
Ansatzes (100) sich erschließen laßt 

Die Formeln für die Druckkoraponenten X» ei^ben, 
daß innere Drucke auf zwei verschiedene Weisen entstehen. 
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nSmIiflh einmal doKih Ei«ugui.g von Defonnationen imd 
sodann durch Veränderung der Temperatur. Die Kongtanten 
CkM messen den ersteren £influfi und heißen demgemfifi die 
Elastisitätskonstante n(8eltener Ekstisitatskoeffizienten) 
oder prSziBer die isothermiscben Elasticitätskon- 
stanten des Körpers» wobei der ZosatK ^^sothermisch^ 
darauf hinweist, daß der erste Teil der Ausdrucke iSr 
die dann allein übrig bleibt^ wenn die Deformationen 
bei verschwindcaider Temperatnrandenmg r stattfinden. 

Die Anzahl der Elastieit&tBkonstanten ist im a%emeinsten 
FaUe, d* L demjenigen eines beliebigen Krystalles 
^eieh 21. Für Kiystalle von speziellen Symmetrien und ein 
geeignet gewähltes Koordinatensystem reauzierfe sioh diese 
Anzahl zumeiat ganz erheblich, und noch mehr für isotrope 
Medien. Wir kommen hierauf weiter unten zurück. 

Bei verschwindender TemperaturSnderung r bleibt von 
dem Ansatz (100) für (* nur das erste Glied übrig, das 
wir sohrdben 

(104) 2<p' = llchk J^h^kl 

kann als das isothermisohe elastische Potential 
bezeichnet werden. Analog reduzieren sich die Ausdrücke 
(102) auf 

(105) 2)a= — 2cA*a74, 

wobei die Da die iso thermischen Druckkomponenten 
darstellen und den Formeln 

(106) Ih 2 9' la^Ih 

genügen. Die Gletchgewichtsprobleme der gewöhnlichen Elasti- 
zitätdehre betreffen Defoimation^ bei k<mstanter Temperatur; 
für sie bilden demgemäß die Formeln (105) die Grundlage. 

Wir bemerken, daß bei Benutzung der Beziehungen 
(102) und (103) der Ausdruck (100) fOr 6' sich schreiben läßt 

(107) r=»9>'~^v+i^^'- 

Bei Temperaturanderungim treten in den Formeln (103) 
für die Druckkomponenten zu den isothermischen 
Drucken noch mit t proportionale hinzu: die ther- 
mischen Druckkomponenten, deren Parameter die qß^ 
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sind. Dieselben Konstanten qk messen nach (102) den 
Einfluß der Deformation auf die Entropie» wahrend der 
Einfluß der Temperaturänderung durch eine neue Größe r 
aoBgedrückt wird, auf die wir unten zurückkonmien. 

Die Anzahl der qn ist im allgemeinsten Falle sechs; 
auch diese Anzahl reduziert sich für spezielle ExystaUsysteme 
nnd für isotrope Körper, wie weiter unten zu besprechen. 

Um den Ausdruck (91) für die Enorgie der Volumen- 
einheit zu bilden, bemerken wir, daß ^' in der betrachteten 
Annäherung eine quadratische Form der sieben Aigumente 
Xif , , , vA, und daß somit gilt 

d. h. nach (102) und (103) 

108) 2r fi't-^lX^Xu. 

Demgemäß wird nach (91) wegen 1^ = 1(^0 + 1 sogleich 

(109) - 1^ ' (*o + i - i 2 ^ i«?* ; 

andererseitR folgt aus (91) direkt durch Einsetzen des 
Wertes (i07) 

110) e' = iy'^o+9^++rf». 

Dies läßt hervortreten, daß in dem Ausdruck für die 
Energie (abweichend von demjenigen für das therm odjna- 
mische Potential) ein Glied erster Ordnung, nämlich yj^'^q 
enthalten ist, — ein Resultat, das, wie \m sehen werden, 
eine gewisse Bedeutung besitzt. 



§ 132. Das Geseti der speslflselieii WArmen. 

Für die allgemeine spezifische Wärme ergibt sich aus (92) 

(III) + 

wobei nach (93) 

die spezifische Wärme bei konstanter Dpforniation, eine an- 
schauliche Deutung der Konstante r unseres Ansatzes liefert. 
Da r eine Konstante ist, so findet sich zunächst mit der 
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abfiointen Temperatur ^ proportional; da aber bei dem An- 
satE (100) die Glieder dritten Grades vernachlässigt sind, so 
ist es koDBeqneDter, auch in der leteten Beziehung ^ mit li^o 
za vertauschen und 

(112) Yl^r^o 

ZQ setzen ; es ist in der benutzten Annäherung also yi constanl^ 
und da der Fall konstanter Deformation denjenigen 
fehlender Deformation in sich begreift, so ist yi gleich- 
zeitig mit der spezifisohen Wärme yi der Volwneneinheit bei 
konstantem Volumen identisch, wenn man diese nack früherem 
so definiert^ daß bei ihr jede Deformation ausgeschlossen ist. 
Die Formel (94) gibt bei den gemachten VemachlasBigiuigen 
beiderseits Null. 

Um die spezifische Warme yi bei konstanten Drucken 
zu berechnen, ist nach dem S. 295 Gesagten zunächst nötig, 
die Deformationsgroßen Xk als Funktionen der Drucke Xk 
und der Temperaturändemng t darzastellen. Hieixa schreiben 
wir die Formehi (103) 

und lösen sie nach den an£ Das Besultat sei 

(113) —Xk^ |sa*(^* — 3»^)> 

wobei die Skk durch gewisse Detenmnaten in den Ckt be- 
stimmt werden und bekanntlich den Gkiohui^en genügen 

(114) — |Cw«M«0, i:cu«A<— 1. 
Kürzen wir nodi ab 

(115) |«M 
so schreibt sich (113) 

(116) a;* « — I «A* JC» + a*r. 

Wir bernorkeny daß nach der Definition der Parameter 
durch die Auflösung der Gleichungen (115) nach deu folgt: 

(117) 2cuat-fffc. 

Die Formel (116), welche (103) genau entspricht, zei^^t, 
daß Deformationen auf zwei Weisen zu stände kommen: 



Digitized by Google 



304 IV. Kapitel, 13i«nnodyi)«inik für oelieb. mehrvariabL Körper. 



dnich Drooke und dnroh TempemtarSndenmgen. Die 
EoDstanten messen den esTSlen Dinfliiß nnd werden im 
Folgenden (im Wider^rueh mit einer abweichenden spe- 
slellen BeDutzung dieses Namens in der teehmschen Lite- 
rator) die Blastizititsmoduln, genauer die isothermi- 
sehen Elastizitätsmoduln der Substaua genamit^ Ihre 
Zahl ist die gLeiehe^ nfimlidi 21, wie die der Cutf und redu- 
ziert sidi für speaieUe Eiystallgruppen und geeignet gewählte 
Koordinatensysteme in derselben Weise. Die Konstanten <h, 
messen den letzteren EinfluB und heißen die thermischen 
Deformationsmoduln oder -koeffizienten; ihre Anaahl 
ist sechR, wie diejenige der qkj und reduziert sich analog. 

Mit Hilfe der Formeln (116) bestimmt sich nun gemäß 
(95) die spezifische Warme der Volumeneinheit bei konstanten 
Drucken zu 

yi = yi + ^of 

wobei wiederum ^ mit vertauscht ist. Hieraus ergibt 
sich, daß in imserer Annähening wie so auch yx konstant 
ist, und; da der Fall konstanter Drucke denjenigen konstanten 
allseitig gleichen normalen Druckes umfaßt, yx mit der spezi- 
fischen W&rme Yp der YoInmeneiDheit bei allseitig gleichem 
Druck identifiziert werden darf. Die Differenz 

(118) yi — =- i>o|s»a* = y; - ri 

)&6t sich also berechnen» wenn die Konstanten des ther- 
mischen Druckes und der thermischen Dilatation bekannt sind. 

§ 133. Das zweite thermodynamlsche Potential eines 

elastijschen Körpers. 

Durch die Formeln (116) sind bereits in einem speziellen 
Falle neben der Temperatur die Druckkomponenten als Un* 
abhängige eingeflührt worden. AllgemeiDer geschieht dies 
nachlT WS^iit Hofe deB zJ^Lt^yrmiMb^ 
Fotentiales i', das mit dem ersten Potential verbunden 
ist durch die Formel (96)> d. h. durch 

Kombiniert man hiermit den Wert (108) von i', so erhalt man 

(119) 2r«2Xia;*-iy'T. 



§ 138. Das «weite thermodyn. Potential eines elast. Körpers. 305 

Hier hinein ist mnachst der Ausdruck (102) für und so- 
dann das System der aus (116) folgenden Werte für die Xn 
zu setzen. Eine einfache Umsteiluiig unter Bücksieht auf 
die Formel (115) iur au eigibtj 

(120) 2r-— lls,,X,X, + 2r - V», 

wobei abgd[urzt gesetEt ist 

(121) r + lanqh = 

Aus diesem Potential folgen durch Differentiation gemäß (97) 
die Fomdn 

(122) ,y' = riT-2aAX„ 

(123) - — I «AiX* + a*T, 

\vovon die letztere mit (116) übereinstimmt. Femer eigibt 
sich gemäß (98) 

(124) yi-ri^o, 

was wiederum mit (119) wesentlich identisch ist. 

Bei isothermischer Deformation entsprechen den Drucken 
X/j Def ormationsgrößen , die durch (4 bezeichnet werden 
mögen und sich nach (123) bestimmen zu 

(125) dk-— |s«Z». 

Denselben kann man das isothermische elastische Potential 
in der Form 

^126) ^ A » ^* ^* 

zuordneui mit dem sie durch die Gleichungen 

(127) *--|^^ ^<Pi ?d,Xu 

verbunden sind. 

Unter Benutzung der Beziehungen (122) und (126) laßt 
sich das «weite thermodynamische Potential auch schreiben 

(128) ^ ^ ^( - rri' ^ ir^x^, 

was der Formel (107) parallel geht. 

Für die Energie der Volumeneinheit erhält man aus 
f ' « — ' und f ' = ^' -f IXkXk nach (128) zunächst wegen 

Voigt, Wftrm«l«lm. 
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- ^0 — 9>l — ^XaO?* + i n 
und wegen (126) und (116) auch 

(129) £' -= fj'^ + q)i — ir^T^. 

§ 134. Allgemeine GrondsitsBe fttr die Binttllinuig 

krystallographiseher Symmetrieelemente. 

Die fundamentale Tatsache, welche der Theorie der 
physikalischen Eigenschaften der ÜjyBtalle zu Grunde liegt, 
ist die Ungleichwertigkeit der verBchiedenen durch 
einen Punkt eines homogenen Krystalles gelegten 
Richtungen* Diese Ungleichwertigkeit äußert sidi einmal 
darin, daß bei richtungslosen (skalaren) Einwirkungen Ver^ 
änderungen eintreten, die in verschiedenen Richtungen ver- 
schiedene Größe besitzen, und sodann darin, daß eine 
gerichtete (vektorielle) Einwirkung Veränderungen hervorruft, 
die bei einer Drehung der Einwirkung nicht einfach dieser 
Drehung folgen, sondern sowohl nach ihrer Große, als auch 
nach ihrer Orientierung gegen die Einwirkung wechsehi. 
Im allgemeinen sind aber nicht alle Richtungen unter dn- 
ander ungleichwertig, sondern es gil)t zu einer jeden von 
ihnen eine kleinere oder größere Anzahl von gleicher .Natur, 
derart, daß bei einer richtungslosen Einwirkung die nach 
allen diesen Eichtungen eintretenden Veränderungen gleiche 
Größe haben, und daß bei einer nach jeder von ihnen ge- 
richteten Eiowirkui^ die eintretende Veränderung gleiche 
Größe und gleiche relative Orientierung besitsst. 

Durch die Zahl und die gegenseitige Lage dieser gleich- 
wertigen Richtungen bestinmit sieh die ])hy8ikali8che 
Symmetrie eines Krystalles. Sind z. B. je zwei ent- 
gegengesetzte Richtungen einander gleichwertig, so spricht 
man einem Krystall bezüglich seiner physikalischen Eigen- 
schaften ein Zentrum der Symmetrie zu; stimmen sämt- 
liche zu einer Ebene sich spiegelbildlich entsprechenden 
Richtungen überein, so nennt man diese Ebene eine Sym- 
metrieebene des Krystalles; geht jede Richtung durch eine 
Drehung um 2jr/» (wo n = 2, 3, 4 . . .) um eine Achse in 
eine gleichwertige über, was verlangt, daß auf einem Kreis- 
kegel um diese Achse je n gleichwertige Richtungen liegen. 
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80 beB^chnet man diese Achse als eine n-sählige Sy mmetrie- 
aolise. 

Die Erfahrang hat geiehrt^ daß jede physikaKsdie 
Symmetrie sich in deai Wachslaimsersehemungen a& Krystalle, 
iD den meisten Fällen unmittelbar in der iCrystallf orm aos- 
pragty so daß man ans den Symmetrieelementen dieser 
letsteren ohne weiteres auf die Symmetrie der physikaUsehen 
Eigenschaften schließen kann. Weist s. B. die frystallfonn 
eine Symmetiieebene auf , so maß das physikalische Ver- 
halten bei einer riditnngslosen Eimviikung symmetrisch in 
Bezog auf dieselbe Ebene seät 

Demgemäß spezialisiert man allgememste mathematische 
Ansätze, welche eine physikalische Eigenschaft aussprechen, 
in der Weise auf verschiedene spezielle, durch ihre Symmetrie 
charakterisierte Kiystallgruppen, daß man zwiBchen ihren 
Parametern diejenigen Relationen einf fihrt^ welche dem An- 
sats die Symmetrie der Erystallform (resp.^ wo diese davon 
abweichen; der Wachstun»LcheinmH^n)^c^a 

Die Ausfßhrung dieses Gedankens ist am einfachsten 
bei denjenigen Eigenschaften! die durch eine skalare Funktion, 
z. B. ein Potential, bestimmt werden, wie dei^leichen uns 
vorliegen. Hier kcmunt die Methode auf folgendes heraus. 
Die Potentiale andern ihre Form, nicht aber ihi-en Wert, 
bei einer Verfinderung des (stets rechtwinklig gedachten) 
Koordinatensystems. Besitzt ein Krystall gleichwertige Bich- 
tungen, so ist es auch möglich, gleichwertige Lagen der 
Koordinatensysteme anzugeben, dersirt» daß alle in Bezug auf 
zwei dieser Systeme einander entsprechenden Richtungen 
(z. B. die Koordinatenachsen und und Y2, 

und selbst) einander physikaUsch ^eichwertig sind. 
Auf zwei gleichwertige Koordinatensysteme bezogen, (die, 
wo es sich nur um die Vergleichung von Bichtungen durch 
denselben Punkt handelt, denselben Anfangspunkt besitzen 
können) müssen dann die Potentiale gleiche Parameter be- 
sitzen; denn eine Einwirkung J^^, die in Bezug auf das 
Koordinatensystem Xj, Yj, Z^ ebenso liegt und dieselbe 
Größe hat, wie eine Einwirkung in Bezug auf das System 
Xy, Yg, muß den gleichen Wert des Potentials ergeben, 
wie jE^. 

Gleichwertige Koordinatensysteme lassen nun fOr 
die oben angeführten Symmetrieelemente sofort angeben. 

SO« 
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Existiert ein Zentrum der Symmetrie^ 80 sind je zwei 
Achsenkreuze^ deren gleichnamige Achsen einander ent^egen.- 
gesetzt sind, einander gleichwertig; existiert eine Synunetrie^ 
ebene, die zur XF- Ebene gewählt werden mag, so sind je 
zwei Systeme mit gleichen X- und Y-, aber entgegengesetzten 
Achsen einander gleichwertig; existiert eine fi-zahlige 
Symmetrieachse, die zur Achse gewählt werden möge, so 
sind alle Systeme, die aus einem gegebenen durch eine 
Drehung von 1 • 2^/i», 2 • 27iln, 3 • 2nln, . • • nm die ^^Achse 
entstehen, untereinander gleichwertig. 

Hiemach ist die Aufgabe der Einführung eines Synir 
metrieelementes in ein Potential folgendermaßen zu losen. 
Man beziehe das Potential auf ein geeignetes Koordinaten* 
mtem, transformiere es auf ein diesem gleichwertiges mit 
demselben Anfangspunkt und setze die Parameter ent- 
sprechender Glieder in beiden Ausdrücken einander gleich; 
die hierdurch entstehenden Beziehungen zwischen den Para- 
metern sind der Ausdruck der betreffenden Symmetrie. 

§ 135. Die Konstanten der thermisehen Braeke. 

Die vollständige Durchführung dieses Gedankens an 
den hier vorliegenden Potentialen für alle verschiedenen 
vorkommenden Symmetrien fällt außerhalb des Planes dieser 
Darstellung. Es genügt, einige der einfachsten und wich- 
tigsten Beispiele zu erörtern. 

Das erste thermo dynamische Potential |' enthalt nach 
(100) zwei Glieder, die sich bei Knordinatontransformationcn 
ändern und, als von verschieden hohem Grade in Bezug 
auf die DeformationsgruJien, dabei nie in Wechselwirkung 
treten; diese Glieder können daher für sioh behandelt werden^ 
und wir schreiben sie 

(130) = 29'=:||c*»ar*i»». 

Die sechs Deformationsgrößen sind nach S« 271 und 298 
definiert durch die Fonu^ 

Sdx ddy B6ß 

"^^-d^^ ^'^'d^* *^^"57* 

(131) 000 _dde 6dx Bdx ddy 
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wobd dx, 6y^ die Komponente der Verrü<^o^ dar- 
stellen, weld^e der Punkt mit den nisprünglichen Koordi- 
naten x, y, 0 bei der Deformation erleidet Diese Auedrftoke 
seigeni daß die B&ntliehen Xk sieh bei einer Umkehnmg des 
Eoordfinatensystems (d. L einer Vertansdmi^ von x, y, b 
mit — Xy — y, — z) nidit ändern^ daß also die Vorgänge, 
um die es sich hier handelt^ ganz unabhängig von der Natur 
des Eiystalles, in dem sie stattfinden» berdts ein Symmetrie* 
aentnim besitzen, daß also die Einfuhrung des kiystallo- 
graphisdien Symmetrieaentrums keinerlei neue fieuttonen 
awisohen den Farametem des Potentials ergibt 

Der Fall, daß die XF- Ebene eine Synmietrieebee dar- 
stellt, ist nach 8. 308 dadurdi diaiakterisiert, daß die 
beiden Systeme X, 7^ +^ und X, 7, einander gleidi* 
wertig sind. Bei dem 'Obergang von dem ersten zum zweiten 
Systeme behalten x^,x^f a% und a% ihre Werte bei, wahrend 
x^, % ihre Yorzeidien umkehren* Soll hierbei f seinen 
Wert moht andern, so muß 

(132) 2,-0, q^^O 

sein* IMese Beziehungen sind chaiakteristiseh ffir das mono- 
kline Eiystallsystem unter Benutzung der XF- als aus- 
gezeichnete Ebene. 

Ist die F^Ebene eine Sjmmetrieebene, so muß analog 
gelten 

ist die ^X-£bene eine solche, dann 

Hieraus folgt , daß die Existenz von zwei zueinander nor- 
nuLlen Syinrn^^ti ii ebenen, die zu Koordinatenebenen gewählt 
werden, die iielationen 

(133) ^4-0, g^-O, g««0 

verlangt, und das Auftreten einer dritten, zu den beiden ersten 
normalen, keine neue Beziehung ergibt. Die Werte (138) 
sind charakteristiscli füi- das rhombische Krysüillsysteni, 
falls man die Haupt^ichsen des Kry Stalles zu Koordinaten- 
achsen wählt; hier ist also 

(134) f — jfi Xy -f q^x^ + q^x^. 
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Sind 2wei von den Achsen, z. B. Z und Y, imter- 
schiedsloB, so mnfi auch das System Tf Z dem System 
Y, — X, Z gleichwertig sein, denn das euie geht durch eine 
Drehung von 90^ um die ^Achse in das ändere ub^. Bei 
dieser Yertauschung geht in und ji^ in 0;^ Qber* Damit 
hierbei seinen Wert behalte, muB 

(135) = 

sein. Diese Beziehung bildet ,,den Ubeisang zum qua- 
dratischen — wie auch, was hier nicht naofagewieseir 
werden soll, zum rhomboedrischen und hexagonalen — 
System, falls die ausgezeichnete Achse in die ^Achse fallt. 

Sind alle drei Koordinaten unterschiedslos, so entspricht 
dem die Beziehung 

(136) = q. q,, 

die für das reguläre System charakteristisch ist. Der jetzt 
resultierende Ausdruck 

(137) r«ff(^ii + «k + %)«g^, 

in dem q eine neue Bezeichnung und d nach (44) die raum- 
liche Dilatation ist, ändert sich hei keiner Drehung des 
Koordinatensystemes, gUt somit auch für isotrope Medien, 
in denen alle Koordinatensysteme gleichw«riag sind. 

§ 136. Die Iflotliermlselien MasÜEitfttokonstanteii. 

Etwas komplizierter ist die Behandlung des isothermischen 
ela^itischeii Potentiales q?\ Wir schreiben dasselbe passend 
folgendermaßen : 

(138) + • • • Cge^e)^ 

wobei Ckk^Cik ist, und geuKäß der Beziehung (106^) 

(139) 2<p' 2D„Xk 

die Klammerausclriicke zugleich die negativen isothermischen 
Druckkomponenten 7)^ , /),, . , . darstellen. 

Die Einführung der Beziehung, daß 9?' sich nicht änderu 
soll, wenn und ihre Vorzeichen umkehren, liefert den 
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§ 136. Die isothermischeo Elastizü&takonstanteD. 311 

ffir das monokline System mit der XF-Ebene als ans- 
geieiohneter Ebene geltendeii Aasdniok 

(140) -f- Cg._, ^"_> + C^^X^ -f- ^36^6)*^8 

der immer noch 13 Konstanten enthält Soll außerdem 
die Umkehrung der Zeichen von x^, Xq oder x^, x^ den 
Wert nicht andern, so ei-gibt sich erheblich einfacher als 
für das rhombische System bei Benutzung der Hauptachsen 
als Koordinatenachsen geltend 

+ (<!iii% + <%»«» + *%s^)a^ 

Beim Ubei^ang zum qnnrlrnti sehen System (soweit 
dasselbe durch zwei zueiuandor normale gleichwertige 
Symmetrieebenen charakterisiert ist) findet sich 

(142) Cu""<^s> Cia-*««»» — «85; 

beim Übergang zum regulären System ist außerdem noch 

(143) ^i'^^s» ^»""^a* ^iA^^ 
zn setaen^ so daß hier resultiert 

W - {<kt^ + «18 (il^ + ^))% 
+ («i8«i + Clifl^ + Clja!i,)flR| 

Von dem regulären System kann man zur Isotropu' 
übergehen, indem man einführt, daß (p' bei einer beliebigen 
Drehung des Koordinatensystemes sich nicht ändern darf. 
Diese Kechnung, die an die Definitionen der 
anzuknüpfen hat^ ist ziemlich umständlich^ obwohl ohne alle 
Schwierigkeit. Das Resultat ist die einzige Beziehung 
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Schreibt man kürzer c für Cj^ und für ^j.,, c, sowie für 
^(c — Cj)^ 80 erliält man for isotrope Medien 

+ (c, .r, -I- + Ci ajg) 

(146) + (ca-2^i + «,)-i-c^))i«T^ 

+ c,(^J + ^| + ^|> 

Die Ableitung der rlaf^tischen Potentiale für Krystalle 
des rhomboedristlien und des hexagonalen Systemcs ist um- 
ständlicher und muü hier unterbleiben. Die betreffenden 
Püteütiale sind dem für das quadratische System geltenden 
nicht gleich, und zwar ist das für das hexagonale System 
i^n Itcnde spezieller, insofern auiier den Beziehungen (142) 
noch die weitere 

besteht, die für das rhombocdiische allgemeiner, insofern 
die Konstanten Cj j, Cj., C25, dann bleiben. Dabei 

gelten u. a. die Beziehungen 

§ 137. Die Konstanten der thermischen Deformatiou 
und die isothenniselLen Elaatizitätsmodiiliu 

Greoaa ebeDBO, wie vorstehend in Besug auf die Fünk- 
tioneii 9)' und f gezeigt» kann man die Bjmmetiieyeriialt- 
niase audi in die Funktionen 

(147) fl^IuhXh und 2(pl^llsnXhX,t 

einfuhren, die nach (121) in dem zweiten thermodynamischen 
Potoitiale auftreten. Die Merzu nötigen Transformationa» 
eigenschaften der Xk ergeben sich aus deten Bedeutung» 
n&nlioh ans den Beziehungen 

^j^^gj ^1 « Yff, X^ = Zgf 

X^ =^Yt = Zy, X5 = Zx = Xgf X^ = X^ = Yx 

und den Formeln (21)| welohe lauten 

IXn'=Xa cos (n, x)-\-Xy cos (w, y) + Xg cos (n, 0), 
r„= OOS (n, x)+ Fy cos (n, y)-f Y, cos (it, g), 
Zn = Zji cüö (w, X) 4- cos (», + cos (n, ^). 
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Aus diesem System erh&Lt man z, B.| wenn man fiir n eine 
Bicbtung Z' wablt^ die au ^ entgegengesetzt gerichtet ist, 

(150) x^-— x„ r,..= -r„ z, =^z„ 

was nüt (10) auf S. 269 wesentlich übereinstimmt. Bezieht 
man nun die links stehenden Größen auf ein Aclisenkreuz 
X/, y, Z^, dessen Achsen den X, Y, Z sämtlich ent- 
gegengesetzt a( richtet sind, vertauscht also iii den links 
stehenden Ausdrücken X mit — X', Y mit — Y% Z mit — Z', 
80 resultiert 

(151) X;«.X., Yi^Y,, Zi^Z,. 

Analoges gilt für die übrigen Komponenten. Wie die Xky 
so ändern sich also auch die X^ nicht bei Umkehrung sämt- 
licher Achsenrichtungen, woraas wie oben die zentrische 
Symmetrie der Funktionen f{ und cp[ folgt 

Bezieht man dagegen die links stehenden KümpoDcuten 
auf ein Achsenkreuz X', Y\ Z\ dessen X'- und F'-Achse 
die gleiche, dessen Z'- Achse die e utgegengesetzte Rich- 
tung hat, wie X, Y", Z, so resultiert 

XJ« — Xg, Yl'^ — Ii, Zir= 

(152) und ähnlich weiter 

X^' = X3., Yy- = Y^y Xy- — Xy. 

Da nun die Oleichwertigkeit zweier derartiger Koordinaten- 
systeme dafiir charakteristisch ist, daJi die XY- Ebene eine 
SymmetrieeboDc ist, so irUt für eine solche die lU'dingiuig, 
daß die Vertauschung von X^ mit — X^ und gleichzeitig 
von Xg mit — Xr den Wert von f[ und rf:f nicht ändern 
darf. Diese Bedingung ist mit der unter den gleichen Um- 
ständen lür die Xh geltenden identisch, es ergeben sich also 
auch fiir die fi und 99/ die analogen Ausdrücke, wie sie für 
die und rp^ oben entwickelt sind^ soweit es sicsh nur um 
Symmetrieebenen handelt. 

Demgemäß ist bei analoger Wahl des Koordinatenkreuzes 
für das monokline System 

(153) «4-0, ÖB«-0, 

für düb rhombische 

a4«0, «5 = 0, a« = 0 

und 
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(154) f^ = a^X, 4-05X2 4-^X3; 

für das quadratische (rhomboedrische und hexa- 
gonale) ist 

(155) 

fSr das reguläre System und ftir isotrope Kdiper alber 

wo a dne neue Beseichnung darstellt, und 

(157) n^a {X, + X, + X3) « A , 

wobei A eine der Größo d analoge Bedeutung; hat. 

Für das elastische Potential wollen wir die einzelnen 
Werte nicht hinschreiben; sie folgen in den ausführlich 
behandelten Fällen aus den oben angegebenen Ausdrücken 
für 9^' durch Vertauschung der c*» mit den s^^, und ( nt- 
sprechend der mit den X^. Nur für isotrope Medien 
besteht ein Unterschied, insofern an Stelle der Relation 
c, = 4 (c — Ci) tritt 52 = 2 (5 — , und ähnliches gilt für 
hexagonale und rhomboedrische Krystalle. 

§ 138. Erweitemiig der Formeln für groftere 
Temperatariliideniiigeii. 

Wie schon S. 300 bemerkt, besitzt der benutzte Ansatz 
für rcsp. zwar rücksichtlieh der Deformationsgroßen Xu 
eine für die meisten Anwendungen hinreichende Genanigkeit, 
erweist sich aber bezüglich der Teniperaturiinderung t schon 
bei mäßigen Werten dieser Größe als ungenügend. Es bietet 
keine Schwierigkeit, ihn so zu erweitern, daß dicker Ubel- 
stand für pralviisch wichtige Falle in Wegfall kommt; man 
hat zu diesem Zwecke nur die Parameter des Ansatzes (100) 
als Funktionen der Temperatiu* zu betrachten, deren Gesetz 
entweder durch eine Potenzreihe oder durch eine aus der 
Erfahrung abzuleitende geschlossene Interpolationsftinktion 
darzustellen ist, für gewisse wichtige Anwendungen aber 
garnicht einiiial eingeführt zu werden braucht. 

An Stelle der Formeln (102) und (103) tritt nunmehr 

(158) V' — t > > X, X, -^-^ +yx, + i e - , 
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§ 138. Erwaitenuif dtr Fomwln fdr gröfi«re Temp^ntiirtiid. 31$ 

(159) — 1 CHkXt + qht; 

die Ausdrücke für die Draekkomponeiiteii bleibeii also 
formal uugeäzidert. 

An Stelle von (112) tritt jetrt 

(160) y.=i^ [-2, ^ ^* +^ ' 

die spezißsche Warme bei konstanter Deformation ist bei 
der vergrößerten G^enairigkeit also keine Konstante, sondern 
auBer von der Temperatur auch von der Art und der Große 
der konstant erhaltenen Deformationen abhangig« Für die 
allgemeine spezifisofae Wanne gjlt analog 

(161) .'».^H-^^(-^-5r+'?r^)t- 

Nadi den Formeln (114) nnd (115) bat die Abhängig- 
keit der ^ und Cht von der Temperatur eine solche anch 
der Ok nnd Sku zur Folge; es nimmt daher g^naß (116) im 
FÜle konstanter Xk mm dXhld0 = BxklBx^ die Gestalt an 

V )x ^ ^ dz dt ' 

Dieser Wert^ in (161) eingesetst^ eigibt den komplizierten 
An8dra<& fOr yx in der jetzt eingefClhrten Annäherung. 
Man sieht; wie alle auf dem Ausdrudc für die £ntro|^ie 
beruhenden Funktionen sieh bei der vergrößerten Genauig- 
keit des zu Grunde gelegten Ansatzes unübersichtlicher ge- 
stalten. Wir werden sie darum im allgemeinen auch niäit 
«IT AinraidiiDg bringen. 



IV. Abschnitt 

Anwendungen der Gnindgleichnngen auf 

reyersible Vorgänge. 



g 139. freie thermisehe Dilatation. 

Die Bedingungen ftr das Gleichgewicht eines defonnier- 
baren Körpers^ der unter der Wirkung körperlicher Ejräfte 
mit den auf die Volumeneinheit bezojgenen Komponenten 
X', Y'f Z' und unter der Wirkung von Oberfllohendmoken 
mit den auf die Flächeneinheit bezogenen Komponenten 
7i 7 steht, lauten nach (11) und (20) und bei der jetzt 
besiutaten Besmehnong 

^ dar bz ' 

^^^^^ ^ ^y^ ' 

dy'"^ dir ' 
Xj cos (n, x)'\-^^ cos in, ?/)+ -X^ cos (n,j3r) , 
(163) T T, OOS (ii,a?)+ X cos (ti>y)4- cos (n,*), 
X5 cos (fiya;)H-^4 cos (f9,y)+ cos (»»ir). 

iü dem zweiten Sv.sUni bedeutet n die innere Normale 
auf der Oberfläche des Körpeis, und die rechts stehenden 
sind an der Oberfläche zu nehmen. Für die Komponenten X/, 
sind die Ausdrücke in (103) angegeben; sie sind in der hier 
benutzten Annaherumr lineare Funktionen der Deformations* 
greOen imd derlLpentniaiideraiig 
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Die Gleichungen (162) und (163) bieten demgemäß die 
Hüfsmittel zur Bestimmung der Verrückungen resp. Defor- 
mationen, welche durch das Zusammenwirken gegebener 
äußerer Kräfte X', . . . und X, . . . sowie einer m gobenen 
Temperaturvertciilung hervorgerufen worden. Die analytische 
Behandlung spezieller Fälle bietet zumeist erhebliche Schwierig- 
keiten.*) Wir beschränken ims deshalb auf diejenigen ein- 
ochsten Probleme, die sich bei gleichförmiger Tem- 
peraturverteilung und bei homogener Deformation 
eines gleichfalls homogenen Körpers ergeben. 

In diesem Falle sind z, sowie die und x*, also auch 
die Xh räuiiiliidi konstant; es verschwinden in (162) die 
rechten Seiten, demnach kann ein solcher Zustand nur bei 
fehlenden körperlichen Kräften eintreten. Sind auch noch 
die Oberflächenkiä fte X, F, Z gleich Null, so erfordert 

(163) das Verschwinden aller im ganzen Innern des 
Körpers. Der l'ail eines keinen mechanischen Ein- 
wirkungen ausgesetzten Körpers ist also durch die 
Bedingungen 

(164) Zft«0, h^l,2, ... 6 

?;egeben. Diese Werte liefern, in (IIB) eingesetzt, 
nr die Deformationsgrdfien Xk die Ausdrücke 

(165) Xk^a^ty 

welche sonach einem sich frei ausdehnenden und 
gleichmäßig temperierten Körper entsprechen. 

Berücksichtigt man die durch (31) und (43) gegebene Be- 
dfiutai« der sechs Defiwmationsgrößen 

Xi^Xm, dS|njfy, x^ssMg, X^^fßtf x^^g^^ x^^X^f 

so erkemit man, daß a^y a^, % die linearen thermischen Dila- 
tationen parallel zu den Koordinatenachsen X, Y, Z, und a^, 
ag die Änderui^ der Winkel der resp. in den Koordinaten- 
adisen X, Yf Z snsammenstoßenden Koordinatenebenen 
messen. Da die Deformatieii homogen angenommen ist, so 
gelten diese Formeln für die ganae Ausdefannng des Körpers; 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon von den Kütten l^, 1^,1^ 
parallel au den Koordinatenachsen wfirde an einem gesolio- 
benen Parallelepiped mit den Kanten (1 -f- % t), (1 + a,r), 

*) S. hierza z.B. iTr. jKeumann, Barl. Abb. 1843. 
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^i(l4-%^) werdeu, dessen Flächen wiiikel an der nacli — X, 
— Y, — hillliegenden Ecke nach der Bemerkung zu (43) resp. 
\7i — a.i T , ^71 — ür^i, i TT — «gl betragen. In den ö. 3 1 3 
und 314 besprochenen Fällen, wo a^, a^, verschwinden, 
bleibt das Parallelepiped bei der Erwärmung rechtwinklig. 

§ 140. Beobaelitiiiigsmethodeii. 

Alle ah für ein gegebenes Parallelepiped i^^estatteu eine 
einfache und ziemlich genaue Bestimmung tlureh die Be- 
obachtung. Die linearen Dilatationen mißt man nach dem 
Vorgang von Fizeau*) dadurch, daß man die Flächen des 
Parallelepipeds derart sorgfältig poliert, daß sie als die eine 
reflektierende Fläche eines New ton sehen Interferenzap parates 
dienen können. Man stellt (s. P^ig. 42) das Parallelepiped tz 
auf eine seiner Flächen und befestigt über ihm eine Flatte p 
aus einem durchsichtigen Material, etwa aus Quarz, so daß 
im reflektierten einfarbigen Lichte in dem Zwischenraum C 
»wischen Platte und Präparat Ihterferenzstreifen entstehen. 
St^t die Platte fi»st> so werden bei einer ErwSimung des 
^nzen Systems, also bei einer Yeränderung der Dicke des 
Zmolmraumes, die Streifen wand^, nnd ans dieser Wande- 
rung kann man auf die lineare Dilatetion des Krystallpräparates 
in der Richtung normal za der reflektierenden Aäohe schliefien. 
Gleiches gilt» wenn^ wie im allgemeinen unvermeidlich, die 
Pktte sidi bei der Erwärmung gleichfalls^ aber in einer 
bekannten Weise, hebt. Um letzteres zu bewirken, legt man 
sie passend auf einen aus Bergkiystall geschliffenen Bing'**), 
(Ringachse parallel Krystallachse), welcher das untersuchte 
Präparat, mit diesem auf gleicher ebener Unterlage stehend, 
umschließt. Da die lineare Dilatation von Bergkrystall 
parallel der Achse auf anderem Wege genau bestimmbar isl^ 
60 geschieht die Hebung der Platte bei der Erwärmung in 
der Tat in bekannter Weise. 

Bezeichnet man den DilatationskoefBzienten des Quarzes 
parallel seiner Achse mit ($q, den des Krystalles in der 
untersuchten Richtung mit Qk, femer die bezöglicfaen Laugen 

*) Fizeau, Compt rend. T. 58, S. 923, 1864; T. 62, S. 1183 
1866; Pogg. Aua. Bd. 123, S. 615, 1864: Bd. 128, S. 564, 1866. 
«*) Pulfrioh, Zeitaehr. f. Ingtrum. Bd. 18, S. 865, 401, 437, 1898. 
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ndt L und Ik^ so ist die ÄndeniDg dä des Abstandes d bei 
der Temperatnräademng r gegeben durch 

öd ^ T (Iq Qq Ih ah). 

Bezeichnet A die Wellenlänge des benoteten Lichtes in 
Luft, und sind wahrend der Erwännung Ober einen auf der 
Platte markierten Punkt » Interferenzstreifen hinweggezogen, 
so ist 

Ans dieser Formel ist an bestimmbar, d. h. also je nach der 
Auistdlung des Parallel epipeds ai, und o^. 

I p n 




Fig. 4S. Fig. 43. 

Zur Bestimmung der Winkeländerungen a^, %, 
fugt man am besten zwei identische Paiallelepipede in nach 
einer Fläche einander spiegelbildlich entsprechenden Stellungen 
zusammen und poliert die Flächenpaare normal zu der ge- 
meinsamen Fläche oder befestigt Spiegelplatten auf ihnen, 
so daß man mit einem Fernrohr die Bilder einer schmalen 
zur Greuzlinie der beiden Präparate in der spiegelnden 
Flfiohe parallelen feinen Lichtlinie beobachten kann (Fig. 43). 
Bei einer Erwärmung des Präparates bewegen sich diese BildGa* 
rehitiv zueinander, und die Änderung des Sehwinkels ist dem 
Vierfadien der Änderung der Winkel \p der Präparate 
gleieh, woraus sich die Bestimmbarkeit der a^, a^, eigibt. 

§ 141. Hauptachsen der thermischen Dilatation. 

Die lineare Dilatation A in einer durch die Eichtungs- 
cosinns a, /?> y gegen die Koordinatenachsen bestimmten 
Bichtang ist nach (30) und (165) gegeben durch 

(166) A = t (a^oi + /S^öa + y'«» + i^yö* + y + «i^«6)> 

eine Formel^ die nach dem oben Gesagten bei homogener 
Temperatur gleich&lls in der ganzen Ausdehnung des Körpers 
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gUt Ihre Symmetrie ist nach S. 306 diejenige einer zen- 
trischen Fläche zweiten Grades, die man auch direkt zur Kon- 
straktioiL der Formel heramdeheD kann, wenn man als 
Vektor auf die Bichtung (a, ß, y) aufteSgt. Demgemäß hat 
auch die ganze freie Vermische Dilatation die Symmetrie 
eines EUlpsoides, was damit übereinstimmt, daß sich eine 
Kugel nach S. 274 wirklich in ein Ellipsoid umformt. 

Die Bichtungen größter und kldnster thermischer Dila- 
tation, die Bauptachsen jener Oberflachen zweiten Grades, 
werden als die Hauptachsen der thermischen Dila* 
tation bezeichnet. Dieselben sind in der hier eingeföhrten 
Annäherung in dem Krystall feste Richtungen, und sie lassen 
sich, wenn für ein willkürliches Koordinatensystem die sechs 
Parameter «/, durch die Beobachtung, wie oben gezeigt, 
gefunden sind, zugleich mit den Koeffizienten der ihnen 
parallelen Hauptdilatationen aus der Formel (166) nach 
demselben Verfahren finden, weiches zur Bestimmung der 
Hauptachsen eines Ellipsoides von der Gleichung 

führt. Die Koordinatcnsyfiteme, welcho mit den Haupt- 
diiatation^afVipen zusammenfallen, sind da<]ur('h drfinif rt, daß 
auf sie bezogen a^, ^ , , % verseh winden, was nach obigem 
aussagt; daß die Elxnen der Hauptachsen auch bei der 
£rwärmuug zu einander normal bleiben. 

Besitzt ein Krystall Symmetrien, so wird die experi- 
mentelle Aufsuchung der thermischen Dilatatiousachsen ganz 
oder znni Teil überflüssig. Nach (1 53) müssen bei einem 
monokiinen Krystall zwei der Dilatationsachsen in der physi- 
kalischen Symmetrieebene, nach (154) bei einem rhombischen 
Kr}'Stall alle Dilatatiousachsen in die Krystallachsen fallen. 
Bei rliomboedrischen, quadratischen, hexagonalen Krystallen 
werden nach (155) die Dilatationsflächen Rotationsäächeu 
um die ausgezeichnete Krystallacbse; bei regulären Krystallen 
und bei isotropen Körpern degenerieren sie zu Kugeln. In 
dem Falle des monokiinen KrjstaUes reicht also die Be- 
obachtung einer Winkelanderung (a^) zur Festlegung des 
Dilatationsachaensystemes aus^ in den anderen Fällen ist 
deigL übeihaupt mcht erforderlieh« 

Wie 8. 314 bemerkt^ sind die nur innerhalb sehr 
kleuier Temperaturbereiche als konstant zu betrachten und 
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variieren bei erofieren r eriteblu^ mit dieser Gh-dBe. 
gemäß sind denn aach die Großen und die Lagen dfer 
tiiemuBdien Hauptdilatationen für die gleiche Teinperat«tt>- 
ändentog im allgemeinen mitder Au^gangstemperatur yariabeL 
Nur wenn der Krystall Symmetrien besitEt^ wird die Bewegung 
der DOatationsaclisen eingeschränkt oder aufgehoben. Bei 
einem rhombischen Kiystall mfiesen z. B. bei jeder Tem* 
peratur die Dilataüonsaehsen mit den Kiyetallaehsen sn* 
aammenfallen. 

Im folgenden sind Zahlwerte für die Hauptdilatations- 
koeffizienten einiger bekannter Krystalie^ zumeist nach den 
Beobachtungen von Fizeau, zusammengestellt; sie beziehen 

sich auf die mittlere Temperatur 40^ Celsius und gelten 
nur für diese, da dir Dilatation der untersuchten Krystalle 
merklich mit der Temperatur variiert. Gemäß dem S. 315 
Gesagten sollen hier aber Folgerungen aus dieser Veränder- 
lichkeit nicht gezogen werden; es handelt sich nur darum, 
eine Vorstellung von der Größenordnung der Dilatations- 
konstanten zu geben und einige Zahlen für weiter zu madiende 
Anwendungen bereit zu stellen. 

Rhombische Krystalle. 
Tofias ai«4,84.10-«, = 4,14.10-», — 5,92.10-« . 

Baiyt 14,3.10-«, = 22,5.10-«, a8 = 14A10-* 

Rhomboedrische und hezagonale Krystalle. 
BergkrystaU a|«»a,'- 14,2.10-«, 0,*- 7^10-* 

Kalkspat ai^ag«— 5,4.10-«, 03= 26,3.10-« ' 
Jodsilber = = 0,65.10-" •, Og = — 3,97.10- • 
BeryU %»a,« 1,37.10" «,«--1,06.10-« 

Reguläre Krystalle. 

Steinsalz ai=a^=aQ^ 40,6.10— • ' 
Fluiispat 01—0^ = 08 = 19,0.10-« 

Kalkspat zieht sich also normal, Beryll nnd Jodsilber par*^ 
allel der Hauptachse mit steigender Temperatar zusammen* 
Von den Anwendungen, welche diosf Zahlen gestatten, 
sei hier nur die auf die Berechnung der Konstanten q de^ 
räumlichen Dilatation erwähnt. Da nach (44) die räumliche 
Dilatation d gegeben ist durch 

Yolft, WftnDttlelir«. fi| 



ly* KipUaL ThirmodTiiaiiiilc fBr belieb, mdimriabl. KOiper. 

d « 4- 4- — (Ol + + o,) r , 

80' ist 

(167) «—01+0,+%, 

Bezüglich der sich ergebenden Zahlwerte ist zu beachten, 
dafi unter den mit einer negativen linearen Dilatation be- 
liafteten Körpern der eme^ Jodsflber nämlich, auch eine 
negative räumliche Düatation (aoalcg dem Wasser) beattEt 
Man erfailt bier 

a- — 2,67.10- 

§ 142. Tbemmche WinkelSnderungen. 

Bind far irgend ein Koorduiatensystem die sechs Defor« 
inatioDskoeffiaenten bekamit^ so laBBen sich nach (42) 
die thennischen Wiokelanderungen zwischen zwei beliebten 
an dem homogen temperierten Präparat befindlichen Ebenen 
bestimmen; es gilt nämlich, falls a^, ß^y y^y a^y ß^^ die 
Biclitimgscosinus der Normalen auf den beiden £benen, ^ 
ursprän^ichen Winkel zwischen ihnen and y dessen Ver- 
g^roßerang bezeichnen, 

r 8in;U = T|2 («i a^Oi -f-/?i /^^Og -f y^a^) 

(168) +Ö4(A>'2 + 7iÄ) + «6(yia» + aiy2) + a»(aiÄ-|-Aat)) 
— (A + ^j)oo8;if5 

dabei ist ffir imd der für £e Riditungen der beiden 
Normalen geltende Wert der linearen Dilatation gemSß (166) 
einzusetzen. Diese Formel gibt z. B. ganz allgemein die 
Anderunff der Winkel eines natfirtii^en Krystallpol/edeis 
mijk der Temperatur an« 

Sie erhiut ihre einfachste Gestalt, wenn man sie (was 
die Allgemeinheit nicht beschrankt) auf die Hauptachsen 
der thermischen Dilatation bezieht» die nadi dem oben Ge- 
sagten in gewissen Fällen ganz direkt erkennbar sind. Hier 
verschwin&n die a^j a^tü^ und wir erhalten bei EinfOhrnng 
aller Werte: 

y sin X -= T (2a} a, — (aj + aj) cos x) 

(169) +a.(2AA-(Ä+«)co8;^) 

+ a» (2 yiy, — (yl + yi) cos x)]- 
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Die Formel zeigt u. a. einfach^ daß an Xrystallen des 
regulären Systems (ebensOj wie an isotropen Körpern) kein 
Fiachenwinkel durch homogene Erwärmung geändert wird; 
denn wenn %-»a8»=a3 ist, bo wird der Ausdruck rechte 
wegen ooey^ouat +/^/$s-f Vi^t identisoh gleich ISull. 

Eine weitere Yereinfat^hmig lesultiert, wenn man spezieUe 
Fälle betrachtet^ insbesondere, wenn man die Winkd einer 
beliebigen Ebene gegen eine thermische Symmetrie- 
ebene, d h. gegen ein^ der Ebenen der thermischen Haupt- 
dilatationsachsen, untersucht. Wählt man die XIT-Ebene 
als Ebene (2), so ist = 0, ßt — 0, y^ — 1, also cos x^y^ 
aä seteen, und es resultiert 

(170) y sin ;t — tyi [ai aj -j- % — Os (l — y^] • 

Zeit noch gar 01^0%, wie bei den Kiystallen des riiom- 
brndrischen, des quadrattschen und des hexagonalen Systems^ 
so folgt 

(171) V8in;t = —Tyi(l — yOK— 

die Winkelanderung hängt hier also^ wie zu erwarten, nur 
von dem Winkel zwischen der Noimalen der untersuchten 
Fläche und der Achse ab und verschwindet^ wenn dieser 
Winkel gleich 0<> oder 90 ist. 

Wir wollen diese Formel benutzen ^ um für Kalkspat 
die Änderung des Winkels einer Spaltungsflache gegen die 
zur Hauptachse normale Ebene bei einer Temperaturänderung 
zu berecnnen. Hier ist der Winkel % naheau 4ö^, also = \\ 
tiach S. 321 ist femer für 40^ Celsius Oi » 5>4.10~ ^ 
o, — 26|3.10'~*; somit resultiert 

der Winkel zwischen der Normalen der Fläche und der 
Z- Achse wächst, denn das SpaltunggstQck verlängert sich 
parallel der Achse. 

§143. TheniilflelieBniek6beiYerli!ndei1»rBeforiiM 

Unter Benutaung der Beziehung 

(172) X;k«D»-|-5r*T, 

die sich aus der Kombination .von (103) und (105) ei^bt, 
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schreiben sich die Systeme (162) und (163) für einen homo- 
genen Körper^ d. h. bei raumlich konstanten Qf,, 

(173) X + + + + 

Q. 6. 1, sowie ' 

X = cos («, X) -f 5e cos (m, yj-i-l)^ cos {n, z) 

+ T (g^ OOS («, 4- 96 «08 y) + ^Ts («b ^)) , 

u. 8. f. Diese Formeln enthalten die Lösnn^ der Aufgabe, 
die körperlichen und die Überflächenkräfte zu be- 
Rtimnien, die bei einer gegebenen Temperatur- 
änderung verlaugte Deformationen hervorzubringen 
vermögen. Man erhalt nämlich aus den Gleichungen direkt 
die Ausdrücke für die gesuchten Kraftkomponettten, wenn 
man ntii^ attf dsn rediten Sdten die vorges<mfiebeiiea Werte 
der X und Xk einsetst, wobei die Formeln (105), d. h. die 
Besiehungen Di» — ^^Ck^Xk, ftr die Da benuts^ sind. 

Der einfachste Fall ist de r einer räumlich konstanten 
Temperatur und einer homogenen Deformation, wo also 
weder z noch die Xh, resp. die 7)^, die Koordinaten enthalten; 
hier ist, wie schon S. 317 benutzt, X' = 0, r' = 0, -^' = 0, 
körperliche Kräfte kommen nicht in Betracht. Die weitere 
Spezialisiening t = 0, die auf ein rein elastisches Problem 
führt, künn unberücksichtigt bleiben; dagegen int der Fall 
verschwindender Deformationen Xfi und demgemäß verschwin- 
dender Dk von großem Interesse. Das hier sich aus (174) 
ergebende System 

X« T(ffi cos (n,a:)-i- ffe (»,y) + fl» cos (n^äfj, 
(175) T-^t(ö'6 oo«(»>«) + «!i «>s(«>y) + Ö'4 co6(n,ij)), 
2^« t(& OOS (fi,a?)+g4 cos «o« 

liefert die Werte der äußeren Druckkomponenten, die er- 
forderlich sind, um bei um r gesteigerter Temperatur 
die Deformation des Körpers vollständig aufsn- 
faeben^ d. sduie Gedtalt und Dimension inrangsweise un- 
geSndert su eriialten. 

Man erkennt, daß hierzu im allgemeinen keioeswegs 
ein allseitig gleicher normaler Dmok p ansrmefat. fin sdohef 
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wilide nämlich die Komponenten 

Z»jp008(ll»jC), T— PC08 (W,f/), 2^« p COS (n, J6f) 

Hefern, mit denen die obigen Gleichungen nur dann zu 
befnedigeo sind, wenn bei EiofübruDg einer üezeichnung ^ gilt 

(176) 9i— 9t— ft»"« und 94»0> ft— 0, ffs — 0, 

d. h., wenn die thermischen Drucke selbst jederzeit noimai 
gegen das Flachenclement wirken. 

Die sind diiekt kaum 2U beobachten; man muÜ sie 
gemäß den Formeln (117) 

(177) 

aus den beobachtbaren DctornKitionskoeffizif nten a± und den 
Elastizitätskonstanten berechnen, wobei die letzteren Grölit n 
für Kry stalle nicht allzu genau meßbar sind. Immerhin lassen 
die BeHtiiunuingen keinen Zweifei d;iriibor, daß die Para- 
meter (außer bei regulären Kryat allen und isotropen 
Körpern) die Beziehungen (176) nicht erfnllen^ daß also der 
nach den SyTnmetrieverliältnissen mögliche allgemeinste Fall 
in Wirklichkeit auch eintritt. 

Besitzt der Kryntall die Form eines Prisraas, dessen 
Kanten den KoordinalenLichsen parallel sind, so ergeben die 
Formeln (175) für die drei Flächen mit den inneren Nor- 
malen parallel zu ^h^; ih^> zh-^ die Komponenten 

^^±xgx, r=±rg«, 2^=±t&, 

^^±^9tf ^-±»ft, ^-"±^^4. 

X^±xq^, Y-='±%q^, Z'=±t(Iq. 

J>ie Veii^eiobmig mit (177) ergibt, daß, wenn die Koordl- 
natenaofasen in die Hauptachsen der thermischen Dilatation 
falleUi für welche a^ = 0, a^^Ot a^^^O ist, damit doch nioht 
iiotw^di|f die tangentialen Drucke q^t, q^t, §^t verBchwinden^ 
denn es lat 

(178) -«61 «1 + <%« 

und die bierin auftretenden Ckk- verschwinden im allgemeinen 
nicht 

. j . . I y Google 
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Bezeichnet man also dasjenige Koordinatenkreuz, für 
welches die q^y ^5, q^^ verschwinden, gegen dessen Koordi- 
natenebenen also die thermischen Drucke iiornial wirken, als 
das System der thermischen Hauptdruckachsen^ so 
ergibt sich der Satz: 

Das System der thermischen Haiiptdruckach sen 
ist niclit notwendiii; parallel dem der thermische]! 
Hauptdilatationsachsen. 

Die abweichende Lage der beiden Achsenkreuze ist 
allerdings nach Symmetrie nur bei den Krystallen des trikli- 
ninen und des monoklinen Systems möglich. Bei den 
Krystallen des rhombischen und des quadratischen Systems 
verschwinden, wie die Ausdrücke (141) und (142) für das 
elastische Potential zeigen, alle in (178) auftretenden Elasti- 
zitätskonstanten, und gleiches gilt nach den BemerkunMi 
am Schluß von § 136 für die Krystalle des hexagonaien 
und des rhomboedrischen Systems. Li der Tat ist für letstere 
nach S. 314 und 312 ai=a^ und C4i + C42«=0, c^i + ^^O; 
die übrigen in (178) vorkommenden Cki verschwinden einsebu 

Bei isotropen Körpern und regulären Krystallen» wo 
die Beziehungen (176) gültig sind, ergibt sich für den nach 
allen Biehtungen gleichen I>ruok p der Ausdruck 

(179) jp^gr; 
zugleich nimmt (177) die Gestalt an 

(180) a(C'^2c^^q. 

Um die Bedeutung dieser Beziehung zu erkennen, wollen 
wir den betrachteten Körper isothermisch mit einem be- 
liebigen allseitig gleichen Drucke jp' komprimieren. Hier 
liefern die Formeln (174) das System 

p' cos (f^x) ^ cos (fhx) + Dg oos(»,y) + D5 coB{n,»), 

(181) p' cos (n, y) = Dg cos (w, x) + Dg cos (», y) + cos {n, z)^ 
j)' cos (», z) = D5 cos (n, x) 4- D4 cos (n^y) -f Dg cos (n, s), 

dem durch die Werte 

(182) Di = D, = D, =:p', D4 = 0, D5 = 0, D« = 0 
genügt werden kann. 
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Nun smH die Ausdrücke für die normalen Drucke Di, 
D,, Dq bei isotropen Medien nach (146) sofort ang^bbar; 
die drei ersten Formeln (182) lauten somit ausführlicii 

(t83) '-p'^Ctit^ + ex^ + CiX^f 

und ihre Summe liefert 

(184) — 3p' = (c+2cji» a-^=^y. 

Das Aggre^t 8/(c ~{- 2c^) ist somit der Koeffizient der raum- 
lichen Kompression (da ein negatives S einer Kompression 
entspricht), den wir in § 96 u. f. mit ß bezeichnet haben. 
Da außerdem in unserem Falle nach (1Ö7) 3a = a ist, so 
läßt sich jetzt (179) unter Rücksicht auf (180) schreiben 

p^atlßf 

ein Avadrocky der mit (58) anf S. 219 id^iacli ist» da hier 
p die Dniek-, t die Temperatorvergrößerung darstellt. Dmeli 
unsere Überlegong ist älso der Parameter auf die Elaati- 
sitStskonstanten &a Körpers sorfickgcführt. 

Nachstehend sind die Werte der Konstanten für 
einige bekannte Erystalle mitgeteilte bei denen die Systeme 
der thermischen Druck- und Dilatationnacbsen nach Symmetrie 
zusammenfallen.'^) Die Einheiten sind kg pro om^ was nadi 
S. 73 mit Atnio^^phären merklich übereinkommt. Die rar 
Berecbntinrr erforderlichen Zahhrerte der Elastisitatskonstanten 
sind in g 148 angegeben. 

Rhombische Erystalle. 

Topas = 24,3, - 26,3, - 25,6. 
Barj't ^1 ^ 27,6, ^ 28,8, = 26,3. 

Ehomboedrische und hexagonale Krystalle. 

Bergkrystall §fi = ^ 14,4, = 12,5. 
Kalkspat = 2,01, =^ 16,3. 
Beryll q^^q^^ 4,39, 0,71. 

Itegulfire Krystalle. 

Steinsalz qi=q^ = q^ = 30,1» 

Flußspat g'i = ^2 = ^8 == ÖOA 

•) W. Voigt, Wied. Ann. Bd. 86. S. 754, 18Ö9. 
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Insbesondeie die Kirstalle der sweiten Gruppe zeigen 
«oße Abweichongen zwischen denKoüßtanten der thermischen 
Drucke für verschiedene Richtungen. Der bei Beryll sich 
ergebende negative Wert fär deo tbenniaohen Druck nach 
der Hanptachse geht einigermaßen dem negativa Drack des 
Wassers zwischen 0^ und 4^ Celsius panülel. 

Für einige isotrope Kl^!per finden dcb die Werte der 
q^dpjd^ auf & 220. 

§ 144. Ber longitndliuil gepreßte Steb. 

Auch das Problem des einseitig gepreßten oder gedehnten 
Stahes, das in § III u. f. behandelt ist, laßt sich an die vor- 
stehenden allgemeinen Formeln anschließen. 

Wählen wir die i^- Achse zur Stabachse, so ist, da die 
Mantelflache frei sein soU^ für diese nach (163) gültig 

0 ^ Xi cos + ^ OOS (fi>y), 

(185) 0 = eo8 («, a?) -f cos (w, y), 

0 = cos (w, x) + cos [Uy y)f 

ein System^ dem genügt wixd^ weim im ganzeyi Stab ist 

(186) Xi«0, X,-0, X^^O, X5«0, Xe«0, 

Auf die Grundflächen Q soll eine drückende Kraft vom 
gesamten Betrag P in gleiclimäÜiger Verteilung wirken; es 
muÜ also für das negative Ende, wo {n,z) =^ 0 und -\~PIQ 
Ist, und für das positive Ende, wo {n,s) = 180^ und Z= — FjQ 
ist, übereinstimmend gelten 

0=2,, m-^- 

Von diesen Gleichungen sind die ersten bdden durch (186) 
bereite identlfich erffifit; die letzten werden befriedigt, wenn 
im gansen Stabe X^ » P/Q ist* 

Ziehen wir nun die allgemeinen Werte der ffir iso- 
trope Medien heran, die sich au8 (103) und (146) ergebe 
80 nahen wir folgende Formeln: 

0 = -f 6'i (x., + 0:3) — qr, 
0^ Cj^x^^ + cx., -\- CiX^ — qx, 
— PjQ — ci (0?! + x^) H- ca^ — qt, 
O^e^üs^, O^ci^^i O^c^x^, 
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Die letzten drei Gleichimgen zeigea, daß die WinkeländeruDgen 
zwischen den Koordmatenebeiien verschwinden. Aus den 
ersten drei Gleichiin^en kann man und — die offen- 
bar untereiDander gleich sind, — eliminieren und erhält dann 



als die Beziehui^ awiBoben Spanniuigi Lan^dilatatum vani 
Temperaturandenuig. 

äohreibt man cUeae Formel 

(188) 0^«^-^" 

und stellt ihr die Gleicfaang (124) fOr den Stab von 254 
gegenüber, welche lautete: 



80 ergibt sich folgendes. entapridii jetst genau dLIL, t der 
TempmtnrSndertine d^f F der Bradcändening dF; es ist 
somit der thernu8<£e lineare DilatationskoelBzient 



'~c + 2ci' 
mm mit (180) ftbereiostimmt, und 

wodurch der elastische longitadinale KompressionskoeffisieDt 
auf die Elasüzitltskonstanten snrQekgeföhrt ist. 

§ 145. AdiabAüsehe Tempemtiirtfiidenuig. 

Adiabatische Vorgänge sind solche, bei denen die 
Entropie konstant bleibt; da nun nach 8. 300 in dem oben 
gebildeten Ausdruck (102) für die Entropie rj^ der Volumen- 
einheit die additive Konstante Null gesetzt ist, so daß mit 
verschwindenden r und versch>vindet, so sind adiabatische 
Vorgange, die von dem An&ngszustand verschwindender r 
und Xk ausgehen, durch die Beziehung tj' = 0 gegeben. 
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Demgemäß lautet die Beziehung zwisdien adiabatischen 
Deformationen und Tempeiaturanderoogen nach (102) bei 
B^cksiditigimg der Bedeutung (112) von r 

(189) '&o^qkXt'hyi^-^0, 

and die entsprechende zwischen adiabatischen Dnioken und 
Temperatuianderungen gemäß (122) und (124) 

(190) ^o2a»X»-yir«0. 

Dabei bezeichnet die absolute Ausgangstemperatur; die 
Temperaturändorungen r sind in beiden Formeln die 
gleichen, wenn die und die sich auf denselben 
Vorgang beziehen, d. h., wenn zwischen den Xkf den Ji^ 
und T die Beziehungen (103) stattfinden. 

Bei Einführung der Hauptachsen der thermischen Drucke 
und der thermischen Dilatationen (die nach S. 326 in drn 
meisten Fällen Übereinstimmen) als Koordinatenachsen eriiaiten 
wir einfacher 

' i^o(«i^i + «2^+a3X3)~yif = 0; 

für reguläre Krystalle oder isotrope Körper gilt unabhängig 
vom Koordinatensyatem wegen Xi+x^ + x^^ d, X^-^- 

(192) ^oQ^-^Yir^O, ^^a^^yiT^O. 

In den Gleichungen (191) kommen nur die linearen Dilatationen 
resp. die Normaldrucke parallel den Hauptachsen vor. In 
(192) tritt überhaupt nur die raumliche Dilatation d, resp. 
die ihr parallel gehende Summe A der drei Normaldrucke 
gegen die Koordinatenebenen auf; hieraus folgt, daß 
alle Deformationen, welche den letzteren Größen ver- 
schwindende Werte geben, bei regulären Kiystallen und bei 
isotropen Körpern keine Temperaturanderung erregen. Die 
Drillung eines isotropen Stabes um seine Achse bewirkt 
keine räumliche Dilatation; eine solche ruft also auch keine 
adiabatische Temperaturanderung hervor. 

Voraussetzung für die Gültigkeit dieses Resultates ist 
natürlich die Anwendbarkeit des fundamendalen Ansatzes (100) 
mit von der Temperatur unabh«angigen Parametern Chky ^kf 
liegen die Verhältnisse so, daß die letztere Annahme un- 
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§ 146. AcUabfttische Temperatorftndflnuig. ^1 

zulässig ist, daß also auf die allgemeinen Formeln des 
§ 139 zurückzugreifen ist, so hört diese Folgerung auf, 
richtig zu sein. lu der Tat haben Beobachtungen von 
Wassmuth*) Temperaturänderungen bei adiabatisch ge- 
drillten cylindrischen Stäbeo aus isotroper Subätanz (z. B. 
Stahl) festgestellt 

Die Theorie derselben liefert der allgemeinere Aus- 
druck (158) für tj% der für isotrope Medien nach den 
S. 310 und 312 angegebenen Beziehungen für die Para- 
meter und Ca» die Form annimmt 

= - * [S ^' + ("^J + + ^1) + (^1 + ^2 + -^i))] 

Bei einem gedrillten Kreiscylinder werden die einzelnen 
Querschnitte um Beträge aus ihrer ursprünglichen Position 
gedreht, die dem Abstand von dem festen Ende proportional 
sind. Fällt die Achse in die Cylinderachse, der Eoordi- 
natenanfang in den festen Querschnitt^ so ist demgemäß 

wobei die Koustante tp die auf die Längeneinheit bezogene 
Drillung bedeutet. Hieraus folgt gemäß (131) 

x^^O, Xf^ö, x^^O, x^^xxpf x^'^—yyf, f^^O, 

somit d^Xi + ^ +^ "*"0,. and die Bedehuig 17'« 0 lieCefi 
hier^ wenn nooh x'^+yi'^a* geeetzt wird. 

Nun ist die adiabattsohe .Temperaturanderang sehr klein; 
es kann somit das Glied t*dr/är vemaehlSssigt^ audi r ge- 
mSfi (112) mit y^^^ identifiziert werden, so daB lesnUiert 

de 

Naeh dieser Formel ist die Temneratnranderung dem 
Quadrat des Abstandes a vmi der Cylinderaehse proportional; 

*) Waismatli, Wiou Bcr* Bd. III, S. 9M, 1908. 
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beobaohUMur ist aber nur das Tempeiatnrmittel for den 
Qnefsebntititj d. wenn M den C^lmdenadiiis beseiehnel^ 
die Grdße 

(194) t 

Geschieht (He Drillung ?/- bei konstanter Temperatur, so 
steht sie, wie hier nur erwähnt werden 8oll| mit dem dril- 
lenden Moment N in der Beziehung 

Die Konstante »teilt also den spezifischen Drülungs- 
widerstand der Substanz des Cylinders dar, und Formel (194) 
ergibt bei adiabatischer Drillung; eine Teraperatursteigerung 
oder iVbiuihiiie, je nachdem dieser Widerstand mit der Tem- 
peratür zu- oder abnimmt. 

Ganz ähnlich wie das Problem der Drillung läßt sich 
auch dasjenige der Biegung behandeln, über welches Bcv 
obachtungen noch nicht publiziert öind. Wir kehren weiterhin 
zu den früheren (ersten) Annäherungen zurück. 

§ 146. Das YerJUUtiiis der spezifischen Wärmen bei 
konstanter Spannung nnd bei konstanter Befomiatlon. 

Um die Deformationen a?A isothermisch, d. h. bei der 
Temperatur t = 0 hervorzubringen, würde ein System von 
Drucken Uk nötig ^eiu, das nach (116) gegeben ist durch 

(196) = — |«ui>*- 

Setzt man diese Ausdrücke in i?^ormel (189) ein, so ergibt 
sich nach (llü) 

und bei Kombination mit (190) 

(196) 4 = i^^; 

der Quotient aus der spezifischen Wärme bei kon- 
stanter Spannung und derjenigen bei konstanter 
Deformation ist gleich dem Quotienten aus einer 
homogenen linearen Funktion derjenigen Druck- 
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% 147. Adiabatiache ElastizitfttakonBtanten und -modaln. 
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komponenten X^i welche eine beliebige Deformation 
adiabatischy und derselben Funktion der Drack- 
komponenten Dkf welche die gleiche Deformation 
isothermisch hervorrufen. Die Parameter der line* 
ären Funktion sind die thermischen Deformations- 
koeffizienten ak. 

Laßt man nmgekehrt die Drackkomponenten Xk iso- 
thermisch wirken und bezeichnet die so von ihnen hervor- 
gehifenen DefprmaüonsgrSßen doroh dkf flo gilt nach (103) 

(197) Xi-*- |c,jt4. 

Die Einfuhrung dieser Ausdrücke in (190) liefert bei Kück* 
sicht anf (117) 

(198) ^o2?»* + yiT«0 

und bei Kombination mit (189) ' 

(199) 2^-1«**. 

Der Quotient ans der spesifisohen W&rme bei kon- 
stanter Spannung und derjenigen bei konstanter 
Deformation ist auch gleich dem Quotienten ans 
einer homogenen linearen Funktion der durch ein 
SpannuDgssjstem isothermisch und derselben Funk- 
tion der durch das gleiche Spannungs System adia- 
bfttisch hervorgerufenen DeformationsffröBen; die 
Parameter der linearen Funktion sind die ther- 
mischen Druckkoeffisienten qk' 

Man erkennt in diesem Sats eine Erweiterung des saf 
S. 222 anegcäprodieDen. In der Tst liefert Fonnel (189) 
und (198) & isotrope Körper 

wobei die räumliche Dilatation bei konstanter Entropie, 
diejenige bei konstanter Temperatur bezeichnet, und diese 
Formeln sind mit (66) und (67) auf 8. 222 gleichwertig. 

§ 147. AdiatatiMlie Blasüiititgkoiuitaiiten und «ntodabu 

Entnimmt man aus (189) den Wert von t und setzt ihn 
in die Formeln (102) ein, so resultiert als speziell für 
adiabatiscbe DeformatLoneu gültig 
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(200) - - ^^{<^M + ^~^) = - 

woba cik eine neue Beieiehnimg ist Diese Formel ist 
völlig gleichgestaltet der nach (105) Ifir isotheradsolie 
DefoimfttioiieD gfiltigeii 

»ur die Parameter haben einen anderen Wert; an Stelle der 

isothermißchen Kkistizitätskonstantcn C|^|^ treten die adia- 
bätischeD Elastizitüläkonätauten 

(201) + 

Das Gleiche laßt sich mit dem Wert von t mm (190) 
und der Formel (123) ausfuhren und liefert für adiabatüche 
DeformationeD 

(202) — y^x,{s,,^^^^ 2X44», 

wobei «jbt eine AJüiküizung ist Dies geht den JSesietuingeii (125) 

dk = — 2Xii8kit 

für ißothermische Vorgange parallel; an Stelle der isother- 
mfRchcn Elastizitatsmodula Skk treten die adiabatifichen 
Elastizitätsmoduln 

(203) = 

Es mag darauf hingewiesen werden, daß diese Ausdrücke 
für und für Potentiale haben, aus denen sie durch 
Differentiation nach Xk reMp. nach Xm abgeleitet werden 
können, in Übereinstimmung mit dem S. 286 angeführten 
SatSy dafi för- adialMitische Kreisprozesse das Int^ral über 
die Arbeit ifiäÄ versdiwiiiden mofi. 

Während die in der EtastizitStotheorie behandelten 
Gl eiehgewiehts Probleme sieh auf isothermisohe De^Ar» 
mationen beaiehen, betreffen die eb^da darchgefShrten 
Bewegun gs probleme in weitans gröfiter Zahl adiabatisohe 
Deformationen; debn bei den fiohallsehinngungen kann von 
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dem Ausgleich d«r durch die Defonnationen entstandenen 
Temperaturdifferenzen in großer Annäherung abgesehen 
werden. Das Vorstehende zeigt, daß man für beide Gattungen 
von Problemen gleichgestaltete Formeln^ aber mit verschie* 
denen Werten der Parameter im benutzen hat 

Die adiabatisohen Konstanten und Moduln lassen sich 
ans den betreffenden isothermisohen Grofien, aus d^ Koeffi- 
zienten dar themuschen Drucke und Deformationen^ sowie 
tm den spe^ifisohen Warmen bei konstanter Deformation 
resp. konstanter Spannung berechnen. Ihre Unterschiede 
von den isothermischen Großen sind im alleemeinen klein | 
man kann daher für yi, wie für yi, das direkt beobachtbai^ 
yp setzen. 

Um die Resultate für isotrope Körper zu epeztalisieren, 
hat man die Beziehungen (136) und (156) zu beachten. Es 
findet sich dann 

5^—5— -—7--, 5i = «i -7—, «8^52» 

yx yx 
und die Druckkomponenten nehmen die Werte an ' 

yx 

(206) -X,=c,x^+cx,+c^x, + ^d, 

yx 

Hieraus folget, daß nur bei Deformationen, welche der raum- 
lichen Dilatation ö einen von ^lull ver8chie(i( lu n Wert geben, 
der Unterschied zwischen isothemiischen und adiabatischen 
Parametern zur Geltung kommt. Bei der Fortpflanzung 
ebener Wellen lassen <He transversalen Schwingungen be- 
kanntlich die Dichte inigeaiuieit, während die lon^itudi- 
nalen sie ändern; es werden also nur die letzteren durch 
die oben erörterten Umstände beeinflußt 
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§ 148. Zahlwerto. 

Zur niuBtration der allgemeinen Resultate der letzten 
Abflohnitte mögen für einige Kiystalle und isotrope Körper 
ntininehr numerische Daten zusammengestellt werden. In 
der ersten Reihe sind die Dichte q und die kalorisch ge- 
messene spezifische Wärme Cp aufgeführt, aus der y', gemäß 
der Relation y^^jQCp folgt. Daran ist das Verhältnis 
x^yxlyi der spezifischen Wärme bei konstanter Spannung 
und konstanter Deformation geschlossen, das ,sich aus (118) 
berechnet, indem man bildet 

und in dem Ideliieii GIM rechts yi nut y^xtmdbt. 
Wdtw folgen die isoHiennisohen Eattstintitskxnistttiten ßkit 
und die Iwerenzen der adiabatisohen und isothemusofaen 
Chk — Ckit, an denen überall der Faktor 10^ fortge- 
lassen ist. Die benutstead Einheiten srndy wie '8. 328^ kg 
pro cm*. 

^ Rhombische Krjstalle 



Topas Q 


= 3,54, 




0,206, X = 


1,004; 




= 28,7 




11,0 Cjg = 


9,0 




= 35,6 






8,6 




= 30,0 






12,8 


eil — Cn 


= 0,050 




- - 0,060 


c^a — Ca 


- 0,066 




-Cai- 0,058 




<^ 


=- 0,062 


c[i - 


-c,i = 0,061. 




Baiyt Q 


= 4,48, 




= 0,108, X = 


= 1,020; 




- 9,07 


Cu = 


= 1.22 Cj8 = 


= 2,78 




= 8,00 


«66 = 


- 2,93 = 


= 2,75 




= 10,74 


«66 — 


= 2,83 = 


= 4,68 


— ^^11 


= 0,108 


ein — 


C2s = 0,108 




^2 ^82 


= 0,118 


«81 — 


Cai = 0,103 




— ^as 


= 0,098 


C*i2 


Ci2 = 0,113. 





Rhomboedrische und hezagonale Erystalle 
^eigkiTstall q » 2,65| e, — 0,186, x « 1,007; 
« 8,68 C44 = 5,82 <iit = 0,71 
<%g = 10,75 q4«l,72 <^g«l,44. 
<4i^Cu = ^8 — 61g = Oy029, cla — Ci» = 0,025, 
cig-~<^«» 0,022. 
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Kalkspat q = 2,715, Cp = 0,207, x 1,005; 

Cji = 13,97 c,, = 3,49 - 4,65 

C88= 8,12 Ci4 = — 2,12 Ci3 = 4,60 
«11— Cii^cla— 012=0,635, eis — Ci8 = 0,0^4, 4a— C88=0,033. 
Beryll q = 2,70, Cp = 0,2 1 2, h=1 ,0002 ; 

Cii = 27,5 = 6,66 = 6,74 

C33 = 24,l €,,^9, SO 
<ii — «11 = cii — c„ = 0,0^23, da — = — 0,0,4, 

^33 0,0^6. 

Beguläre Krystalle 

SteiDsak ^ 2,15, 0,219, 1,048; 

Cii=4,77 Ci4 = l,29 Cit^lfi2 
«Ii — «u = <4t — Cit = 0,135. 
Flußspat Q = 3,18, = 0,209, x = 1,031 ; 
Cii = 16,7 C44 = 3,45 = 4,57 
— Cji = — ~ 0,27. 

Isotrope Körper 

Spiegelglas q ^ 2,50, <v= 0,19, 1,003; 
45 = 8,27, Ci = 2,18 
_ e » ei — ei » 0,01 4» 

Almninium q « 2,68, » 0,215, 9f « 1,03 ; 
c«8,0 <^«3,02 
c»_e=el— Ci«0,13. 

Ewen e= 7,19, Cp = 0,116, 1,008; 
c«rl4,4 <5t»4j5 
c> — c c5 — r, « 0,064. 

Nickel ß = 8,80, Cp = 0,108, x = 1,02 ; 
c = 26,6 q = ll,6 
€i* — c = c? — ci = 0,32. 

Diese Zahlwerte zeigen, daß die Unterschiede zwischen 
adiabati«ehen und isothermischen Elastizitätskon^tanten 
zwar im allp^emcincn klein sind, aber doch in einzelnen 
Fällen \Verte annehmen, die bei genauen Messungen direkt 
wahniehmbar sein müssen. Auch x ist bei einigen der auf- 
gefülirten Körper um recht merkliehe Beträge von Kins 
verschieden, woraus sich ergibt, dati die auf diesem Unter- 
schied beruhenden V"orgäi)Lz:e direkter Wahrnehmung vielleicht 
noch zugäugiich gemacht werden könneii. 

▼otfft, yntmMn, 22 
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V. Abcbnitt 

Anwendung der Hanptgleiehnngen auf 

irreversible Vorgänge. 



§ 149. Iireyersible Vorgänge olme WärmeleiUing, 

FQr die Behmdlung nicht tunkehrbarer Zostandsande- 
mngen laBt sich, wie bei zwei, so bei beliebig vielen 
Uoabhiogigen , in dem Falle eine ganz nllirerueine R«'gel 
angeben, daß Anfangs- nnd Endzustand Gleichgewichts- 
zustände sind, und das Gesetz der £nergie für solche Zu- 
stände bekannt ist. Dann gestattet nämKch die Eneigie- 
gleichoDg 

(208) JSi-jEi-(^„+flj,V 

eine Reibe von Fragen zu beantworteu, insbesondere auch 
die dem irreversiblen Vorgang entsprechende 1 emperatur- 
HMderunir zu bealiiiiiiieii, falls die rechts stehende irreversibel 
auigewandte Arbeit und Wärme, sowie die Werte der mecha- 
mschen Yariabeln im Anfangs- und im Endzustande be- 
kannt sind. 

Ffir die Energie der Yolumeiielnheit eines thsdathm 
E5rpm hatten wir In (110) gefanden 

(207) £'=-i?'i?o + 9'+irT», 

irobei die Entropie, eine Funktion ersten Grades der De* 
formationsgroßen Xk nnd der Temperaturinderung r, dairegen 
das elastische Potential, vom zweiten Grade in den Xn 
ieti £e ist hiexnaoh in erster Annäherang 

Hieraus ert^bt sieh, daß. wenn der irreversible Vor- 
gang ohne Wärme- und Arbeitezuiuhr, also bei konstanter 
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EiMfgie, gesdiiehty das Resnltat sieh nur um du Glied 
sweiton Giades in Betreff der Xk von demjenigen des adia- 
batischen Vorganges bei (besüglich der gleiclmi Auegangs- . 
und Endzustand unters^theidet, das umsomehr an j^nfloß 
gewinnt, je großer die Elastizitatskonstanten Ckt ennd. 

Im fibrigen ist die Anwendung des oben geschilderten 
YerEahrens äußerst einfach. 

Handelt es sich um einen Anfirngssustand^ bestimmt 
durch ein Sjrstem von Deformationsgrdßen a^, sowie eine 
Temperatur il^oi von der aus wir t zihlen wollen, und lassen 
wir aie ausglichen Deformationen ohne Arbeitsleistung ver^ 
schwinden, so entsteht eine Temperatuianderung T|, gegeben 
durch 

(208) Vi^o-i-vi^^vi^o-^irzl, 

wobei links in f^l und ipl die Werte ^»»o^ und r^O, 
redits in t^l die Werte Xk^O, t^ri eingesetst an denken 
sind. Für isotrope Körper erhalten wir, wenn wir die Ab- 
kursung ^ zunächst noch beibehalten, nach (102) und (137) 

^Qqdo 4- =« *• («ii^o + i ^ i); 

der Ausdruck für 99' ist in (146) angegeben. Da stets 
eine sehr Meine Größe ist» kann man im allgemeinen 
neben Zi ^0 vernachlässigen, wahrend infolge der Werte der 
in ip* auftretenden Parameter Ci^u doch nä>en merk* 
Uch sein kann. Diese Formel gibt eine Erweiterung der 
Gleichung (79) auf 8. 226 in dem Falle (a>i2)j=^0. 

Ist der AnfangHzustand hingegen durch ein Span nun gs<- 
System bestimmt, so wird man von dem Ausdruck (129) 
für die apezifische Energie, d. h. von 

(209) e' — fj'd^ + <pi — in?« 

ausgehen, in dem für rj^ der Wert (122) und für (pi der in 
den Xk gegebene Ausdruck (126) zu benutzen ist. Die 
obige Behandlung liefert im Falle isotroper Körper statt 
(208) bei Benutzung der Abkürzung XJ + XJ-f Z; = At 

(210) — de« Ao + (^Oo = n (Ti^ + iTf ) . 

Hierin ist der isotro{)en Körjicni entsprechende Ausdruck 
iur ipl aus (146) zu erhalten, indem man dboin die Xk mit 
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den Xk, die Ck mit den Sh vertauBcht und die Beziehung 
5,-2(5 — Si) benutzt Die erhaltene Gleichung umfaßt die 
. auf S. 226 u. 263 entwickelten spezieUen Fonneln für Dilatar 
tionen ohne ArbeitBleistung. 

§ 150* Inirendnn^ der iweiten Hauptgleiehung auf 
den I'all der Wärmeleitang. 

Im vorigen Paragraphen ist daiaa angeknüpft mrden^ daft 
sich in saMreichen Fallen nieht ornkdurbaier Zoetandsände- 
rungen, wo die zweite Hauptgleichung nicht anwendbar iat, 
AumSmng aas der Eneigiegleiohung gewinnen Ififit, die, 
wenn die betrachtete Änderung auf umkehrbarem Wege 
erreichbar ist, zwiadien den an der Volomeneinheit rever- 
sibel (r) and irreversibel (i) aufgewandten Betrigen an 
Arbeit und Warme die Beziehang Hefert 

In dem speziellen Falle, dafi die Arbeit äoi sich nur 
munerkUch von äa} unterscheidet, daß also in jedem Augen- 
blick sehr naheau mechanisches Gleidigewicht herrscht, ist 
gleldi&lls dix/t nur unmerklich von ämf^^d^' verschieden^ 
und man kann setzen 

(211) ao){-d<i7?', 

also die zweite Hauptgleichung anwenden, obwohl 

die Veränderung irreversibel ist. 

Dieser Fall findet nun bei dem Yoigang der Wärme- 
leitung und Strahlung statt, wenn, wie gewöhnlich, dabei 
schnell wechselnde mechanisohe Einwirkungen ausgeschlossen 
werden* Die Wärmebewegung spielt sich in Wirklichkeit 
so langsam ab, die Ausbreitung v(m Spannungsänderun^en 
cesohidit so. schnell (nämlich mit Schallgeschwindigkeit), daß 
Bei jenen Vorgangen an jedem Volumenelement die äußeren 
Drucke mit den inneren fast vollkommen im Gleichgewicht 
sind; in der Tat sind die mechanischen Bewegungen bei 
den Vorr!:angen der Wärmoleitung und Strahlnns!; so ^pring^, 
daß sie sich im aligemeinen der Wahrnehmung entziehen. 
Hiorauf beruht, daß man bei den Problemen der Wärme- 
leitung und Strahlung, obwohl sie irreversible Vorgänge 



§ löO. AnwendoBg der zweiten Hauptgleichong etc. 341 

betrelfeii, die zweite Hanptgleiokimg (211) sa Gnmde 
legen kaDn."*) 

Wendet man sie anf ein beJiebigeB Volomen h an 
und setzt 

(212) f(ä€Oi)dk = äQ, 

das Int^ral über k erstreckt^ so liefert sie 

(213) äQ^J(Mj3')dk. 

Aus dieser Formel ergeben sich nun wichtige Folgerungen, 
die wesentlich darauf beruhen, daß unter dem Integral eine 
Funktion steht, die sich durch den Zustand des Volumen- 
elementes dk vollständig bestimmt 

Zerlegt man z. B. k durch eine beliebige Fläche in 
zwei Teile (1) und (2), so kann man die Formel auf jeden 
von ihnen fiir sich anwenden, wenn man nur neben den von 
außen zufließenden Wännemengen äQ^ und ^Zßg die betr. 
Wärmemengen äQ^., und ^^^^i einführt, die jeder Teil vom 
anderen erhält und die dadurch diarakterisiert sind, daß 
sie verschwinden, wenn der zweite Körper beseitigt wird, 
resp. allein übrig bleiben, wenn die äußeren Wännequelien 
entfernt werden. Man hat so 

(I) «) 
Hieraus folgt aber, da äQ^-\'äQ^'^äQ ist^ 

(214) di^u + di^^i^O; 

d. h. der Verlast des einen Teiles ist gleich dem Gewinn 
des anderen, die WSnDe tritt Her wie eine Materie anf. 
Andere Anwendungen der Gleichung (213) folgen unten. 

§ löl. Die Berechtigung, eine Wärmeleitong als 
Strömung eines Sluidoms «i betrachten* 

Beschranken wir uns weiter auf den Fall, daß die 
äußere Wärraezufulir direkt nur einer sehr dünnen (Jher- 
flächensehiclit zukommt, der Körper für Wärmestrahlung^ un- 
durchläsaig ist, so können wir die Formel (212) scbreiben 

*) W. Voigt, iLompendium Bd. I, S. 547. 
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(215) äQ^dtfi^do, 

wobei das Integral über die Obeifladie des Körpers zu 
erstrecken ist, ^ die in der Zeiteinheit der Flächeneinheit 
mil^teilte Wärmemenge bezeichnet und der Index n auf 
die Richtung der inneren Normalen auf do hindeutet Ans 
(213) wird dann 

dtf%ndo^f(Mri')dk, 

oder, da dr}' die in dt innerhalb des betrachteten Volumen- 
eleniGDtes stattfindende Audcruug von i;' bezeichnet, au- 
ßchaulicher 



(216) 




wobei Dl/ 7 Bt einen weder rein totalen, noch rein partiellen 
Differentialqaoiienten im gewohnlichen Sinne darstellt und 
daher mit einem besonderen Symbol bezeichnet ist 

Die Änderung von j;' ist nämlich eine partielle in dem 

Sinne, daß r)' allgemein mit dem Ort im Körper variiert 
imd es sich hier um eine Änderung bei konstanten Koor- 
dinaten handelt; sie ist aber in dem Sinne total, daß sie die 
ganze Abhängigkeit von ?'>, . . . a',. b(^riicksielitio't. 

Wendet man die Gleichung (2 15) nun auf ein innerhalb eines 
wärmeleitenden Körpers konstruiertes parallelepipedisches Vo- 
lumenelement mit zu den Koordinatenachsen parallelen Kanten 
von den Längen a, 6, c an und charakterisieit die Flächen 
durch die relativen Koordinaten \o>i ^ \ ±_ \c ihrer 
Mittelpunkte gegen das Zentrum des Elementes, so kann man 
analog zu (G) schreiben, da die Kunnale n teils mit den posi- 
tiven^ teils mit den negativen Koordinatenachsen parallel iiegt^ 

(217) +[(i+.)_^,+ (^-.) + ^,)ca 

Da die Begrenzung des Parallelepipeds ganz willkürlich 
ist, z. B. jede Flache parallel mit sich verschoben werden 
kann, so werden wii- i^x^ ^iy, als Funktionen der Koor- 
dinaten der Begrenzungsflächen betrachten können, auf die 
sie sich beziehen. 
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Bildet man dann doiefa Entwieklting 

WO focli die redita stehenden Ausdrfieke auf das Zentrum 
des Yolnmenelementes beziehen, so fo^ aus (217) 

(218) 



dx ^ Sy ^ dg ^i^^^ 

Nun sind h, c vollkommen unabhängig voneinander 
verfügbar; es müssen somit die in verschiedene Produkte 
aus ihnen multiplizierten Glieder für sich die Gleichung (218) 
erfüllen. Demgemäß muß einerseits gelten 

(219) + -0, i+y + t_y-0, f+s + f-.^Oj 

dies erscheint als eine Spezialisierung der Formel (214), in- 
sofern jetzt der Austausch durch das einzelne Flächenelement 
hindurch sich in der Weise der Bewegung einer Substanz 
statttindnid ergibt. Andererseits ergibt sich unter Be- 
nutzung dieses Eesultatcs auch 

Multipliziert man diese Gleichung mit dem Volumen- 
element dk und integriert über ein b( Ii('l>iges Bereich inner- 
halb dessen sich die betreffoTuL n Fiitiktionen regulär ver- 
iialten, so ergibt sich unter Kücksicht auf (216) 

(221) + + 

also unter Benutzung der Formel (31) auf S. 21 

/t»do cos {n,x) + i,coB(ihtf)'\-i»eoa (n, g)) do. 

Da aber diese Gleichung für jede Gestalt und Lage der 
Begrenzungsfiäclie gültig sein soll^ so folgt aus ihr 
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(222) i. — t.ooe (%44 + veo8(%y) + <iOos(%j4; 

<L h., die Wärmeaufnahme für ein Flächenelement 
mit der inneren Normalen » bestimmt sich aus den 
Wärmeaufnahmen für drei an derselben Stelle ge- 
legenen Flächenelemente mit den inneren Nor- 
malen 2, Y, Z ebenso, wie eine Vektorkomponente 2^ 
in der Richtung« ans den Vektorkomponenten X, Y^Z 
nach den Koordinatenachsen. 

Da man non jeden in dem Räume wüoenden VdAor 
als eine Strömung deuten kann, so erwdst Fonnd (222) die 
Berechügung, die betraditete Wärmeao&ahme unter dem 
Bilde dner FlfissigkeHasMmung su behanddn. Die ans den 
Komponenten 4> V* ^ resultierende Stromdichte mag 1 heifien. 

Nach (221) stellt die redhte Sdte in (220) den auf 
die Volnmendnhdt belogenen Uberecbufi der ESnstr&nune 
über die Ausströmung in einem Yolomenelement an iigena 
einer Stelle dar; Formel (220) ergibt als Wirkung dieses 
Überschusses ein zeitliches Wachstum der spesifisehen En- 
tropie, dieses multipliziert in die absolute Temperatur. 

Besteht der betiachtete Körper aus mehreren Teilen, in 
deren Zwischengrenaen Unstetigkeiten auftreten, und wfihlt 
man das Integrationsgebiet k in (221) so, daß es über eine 
solche Grenze (Ä, /) hinübergreift, so muß die Integration 
der rechten Seite geteilt werden und liefert dann außer dem 
Integral ilber die äußere Grenze zwei auf die Zwisohen- 
greDze bezügliche. Das Integral über die äußere Grenze 
hebt sich nach seiner Bedeutung gegen das links stehende 
hiuweg; es müssen sich also die Integrale über die 
Zwischengrenze gegenseitig zerstören. Da aber d{is Bereich k 
und somit die Ausdehnung dieser Integrale g*anz will- 
kürlich ist, so muß die ZerstÖnmg für jedes i^Uächen- 
element stattdnden, d. h., es muß gelten 

(i cos («,«)+ cos (», y) + H 006 (», £^ 

-f (7, cos (n, X) -f cos (n, y j + »« oos (n, ä)]^ = o, 
oder unter Rücksicht auf (222) 

(223) ("^H), + (iH),=0. 

Die Vorstellung der Stirömung ist also auch auf Zwiscben- 
grenaen anwendbar. 
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Hierbei ist stillschweigend angenommen, daß die Entro{)ie 
nur allein im Volumen des Korpors ihren Sitz hätte Wäre 
auch in der Grenzschicht ein Bpezielle Entropie ^ pro Flächen- 
einheit vorhanden, so würde in (216) bei Ajawenduog auf 
unseren f^ail 



an Stelle von 



Di 

treten, und hiezaus würde statt (223) folgen 
(224) + = 

Wir wollen diesen Eall jetet nidit in Betracht ziehen. 

Die vorstehende Entwicklung stdii eine wichtige £2iv 
gänzung in der ISnldtoDg (§ 10 u. f.) über Wfirmdeitung 
entwickelten Besultate dar. Sie zeigt, daß man die Wtll- 
kfixlidikdty die in der Einföhrong der Flnidiimhypothese 
der Wirme liegt, umgehen, nSmlidi die Berechtigung derselben 
aus den Grundgleichungen der Thennodvnanak deduzieren 
kann. Ln übrigen stimmen die jetzt eraaltenen Resultate 
bis auf den Unterschied der MaßB3wteme durchaus mit den 
früheren überein; sie gehen über dieselben hinaus, indem 
sie gewisse Unbestimmthdten beseitigen, die früher Übrig 
blieron. Insbesondere sind wir jetzt im stände, die Be- 
deutung der spezifischen Wanne e in der mit (220) parallel«* 
gehenden Formel (35) auf S. 21 festzustellen. Wegen 
^dii' » äm' » y'd^ laßt sich die linke Seite in (220) schreiben 
y^d^/dt, wobei die von uns in § 132 bestinunte spezifische 
Waime bei denjenigen Deformationsvorgängen bezeichnet, 
welche die Waimeleitung bereiten; y'IJ ist aber identisch 
mit dem in der alten Formel auftretenden cg. 



§ 152. Entwicklung der yollständigen Gruudglelehungen 

der Wärmeleitong* 

Für die Änderung der Ekitropie der Volumeneinheit 
eines deformierbaren Körpers ergibt Adh aus (102) d^ 
Ansdm<& 
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und ans (122) 

dabei ist dT]'=Dr)% dT = d'& und = y^, ri^ = yi, anter 
Yx und j'x die spezifisclien Wärmen der Volumeneinheit bei 
konstanter Deformation und bei konstanter Spannung ver- 
standen. 

Setzt man diese Werte ein^ so erhalt man für (220) 
die 2wei Formen 

^^^^^ a_ ^ 4. ^\ 

" \dx'^ dy'^ der 

welche sseigen, in welcher Weise man bei dem Problem der 
Wärmeleitung die mechanischen Nebenänderunp^en in Rechnung 
zu zielien hat. Der erste Ausdruck für die linke Seite setzt 
voraus, daß der Zustand in den Deformationsgrößen, der 
zweite, daß er in den Druckkomponenten ausgedrückt ist. 

Von beiden Größen treten in der Formel nm- die zeit- 
lichen Änderungen auf; in dem Falle des stationären 
Zustandes kommen also die Nebenänderungen nicht 
zur 0«ltans. ^ 

Beiläufig ma^ daianf hingewiesen weiden , dafi die 
Formel (225) in eme Besiehung gesetzt werden kfum su der 
Gleiehnng (33) auf S. 21^ in der eine ifiamlidie WSnne- 
entwiddong (z. B. darch ein«a galvanischen Strom) darstellt. 
Man kann hiemach die ErwSnnung erst bei konstanter 
Deformation ausgeffihrt, darnach die Verfinderong der De- 
formation vorgenommen denken nnd der letzteren WSrme- 
wirkung w'~ — i^lqkdxk/dt in Rechnung setzen; ebenso 
kann man auch die Erwärmung bei konstanten Spannungen 
ausfahren und die Veränderung der Spannungen in 'ihrer 
thermischen W^irkung w' = '&2akBX^jdi hinzufögen.'^) 

Was die Werte der 4? iyj h angeht, so behalten die 
Überlegungen von § 11 ihre Gültigkeit^ und wir können 
allgemein setzen 



*) In dieser Weise hat wohl zuerst F. Nenmann in Reinen 
VorlesuDKen die Foarierachea Gleichungea der Wärmeleitang fär 
iiotvope iLdrpw korrigier! 
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. j Bi^ B^ B^ 

(226) ^t, = A3,^ + ;,,^ + A,3^, 

B'» B^ 

wobei die Ahk die Koeffizienten der Wärmeleitung 
in mechanischem Maß bezeichnen. Xii^ ist gleich tflkkr 
wobei die If,}; auf S. 23 definiert sind. 
Für isotrope Körper gilt 

(227) —. = ^5^, -'» = 'lä^. -*' = ^di' 

und Mer nimmt bei Bücksusht auf das über die und die q^^ 
auf 8. 310 n. 314 Gesagte Gleidbung (225) die Gestalt an 

, _ ,B& ^ BA 



(228) 



\Bx^'^ Bp*'^ Bg^r 



wobei <5 = a^i 4- ^2 + ^3 ^"d A = -}- + ist. Bei 
isotropen Medien wirken also auch bei dem veränderlichen 
Zustand Deformatioueii nicht stets auf die Wärmeleitung 
ein, sondern nur dann, wenn sie mit einer räumlichen 
Dilatation d verbunden sind. Demgemäß würde z. B. 
in einem Krciscylinder, der Torsiousschwingungen ausführt, 
bei denen d stets Null ist, die Wärmeleitunc; ebenso statt- 
finden, als wenn er ruhte. Ahnlich kommen die Druckkräfte 
nur in der Kombination A zur Geltung, wirken also nicht, 
wenn dieselbe gleich Null ist. Voraussetzung ist dabei stets 
die Gültigkeit des allgemeinen Ansatzes (100) mit konstanten 
Parametern. 

§ 153. Kombination mit den Gleiehuiigeii der 

Elastizität. 

Wir haben uns vorstehend die Deformationen resp. die 
Drucke in ihrer Abhänp^igkeit von der Zeit (iGn:eben gedacht. 
In Wirklichkeit findet dios nicht statt, fioiidern sie bestimmen 
sich aus Gleichungen^ die ihrerseits die Temperatur enthaitent 
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die also mit (225) resp. (228) zusammen behandelt werden 
müssen. 

Die Bewegungsgleiehmigeii für einen dastischen K5rper 
ergeben sich ans den Gleid^wiehtsbedingungen naeh dem 
I>TA.lenibert8ehen Prinzip dadurch, daß man zu den inik" 
Uchen kÖrpefUehen Kräften diejenigen hinsafGeti welche die 
Beachleonigungen an&nheben veimögen. Sind V> C ^ 
Ekniflationeu eines Massenteilchens ans der BnheL^, so sind 
d*(l3p, d^tjjdiß, d^(ldP die Komponenten seiner Be- 
schleun i^ng nnd — QO*(ldt*f — Q^^*}l^^\ — gd^t/BP die 
auf die Volumeneinhdt bezoeenen (körperlichen) KrSf)^, welche 
diese Beschleumgongen aunuheben vemögen. 

Die Bewegongsgleichimgen folgen somit ans den Gleich*- 
gewichtsbedinpingen (162) zn 

u. 8. f., wobei die Druckkomponenten X^^ ... die ans (103) 
folgenden Werte besitzen. 

Da die |, i], f an die Stelle der Sx^ Stfj dz getreten 
sind; so sind die Deformationsgröfien jetzt bestimmt durch 
die Formein 

föao^ "^^^^ "^'^"^ 
^^^^^ H ^ 

^^^di~^di' ^"'dx'^Ji' •^«^ay'^iii* 

Das Einsetzen der Werte der Xk und der macht das 
System (229) zu Gleichungen fOr |, 17, ^ und x, die not 
(225) zusammen, bei Heranziehung der nötigen Anfangs- 
und Grenzbedingnngen diese GrGfien bestimmen. Ihre Be- 
handlung ist im allgemeinen sehr sdiwierig. 



1 164. f'ortpflauzimg ebener longitadinaler WelleiL 

Um von dem Einflofi der Deformationen auf die Wärme- 
leitong wenigstens eine Vorstellung zu geben, wollen wir 
uns mit dem einfachsten Falle, namlksh der Fortpflanzung 
ebener longitudinaler Wellen in einem isotropen Medium 
beschSftigen. Die WeUenebenen mögen der XF-Ebens^ die 
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Yeirückungen demgemäß der ^Achse parallel sein; unser 
Problem ist dann dadurch definiert, daß i=«0, tj = 0 und 
( und ^ nur von g und i abhängig Bind. 

Gleichung (228) nimmt somit die Form an 

d^t d^'& 
(231) + = 

und ans (229) folgt für isotrope Medien bei fehlenden äußeren 
Kräften, wie man sich leicht iiberzeugt, 

Auch diese relativ einfachen Formeln sind 8trcDg kaum 
zu behandeln, da die erste von ihnen das Produkt von ^ und 
enthält; da aber die Erwärmung infolge von Schwingungen 
im allgemeinen außerordentlich klein ist, so erhält man eine 
große Annäherung an die Wirklichkeit, wenn man, wie schon 
früher, 

= t?o -f r 

setzt und t, wie C> ^ii^e Größe erster Ordnung behandelt. 
Bei YemachläHsigung der Größen zweiter Ordnung wird aus 
(231) und (232) 

Ein Intep^l dieser Gleichungen ist der reelle oder der 
imaginäre Teil der Ansätze 

in denen und 9^ komplexe, a, /n, v aber reelle Kon- 
stanten bind. Da e cos -}- t sina^ ist, so stellt das 
Integral periodische Schwingungen mit der Schwingungsdauer 
T=2^/a dar. Für die Konstanten gelten nach (233) die 
Beziehungen 

(»yia — AOu + »i^)»)gR=+^oy«««(itt + «i')» 
(ea^ + c (/* -f ♦i')') 91 = — «SÄ (/* + »y). 
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Die EliminatioiL von SR und 9t liefert 



etwas umständliche Diskussion hier unterbleiben mag. Es 



g^benem d. L bei gegebener Schwingungsperiode^ sich 
bestimmen lassen. 

Das Integral (234) repräsentiert Schwingungen, die sich 
parallel der ^- Achse fort pflanzen und bei dem Fortschreiten 
infolge der Wiirmeleitung ihre Amplituden verkleinem. Der 
Widerspruch mit der Energiegleichung, den dies Resultat offen- 
bar enthält, insofern in der fortschreitenden Welle die Energie 
abnimmt, erkläit bich duinh die beim Ubergang von 
zu (233) L^e machte Vernachlässigung. Die strengen Formeln 
ergeben für eine jede Stelle, d. L. vorgeHchriebcues z, keinen 
rein periodischen Vorgang, sondern einera solchen über- 
lagert eine Änderung in stets demselben Sinne. 

Man erkennt dies sehr leicht, mdem man in die FuiQiel 
(231) fiir C und reelle Lösungen einsetzt, die in Be- 
zug auf t rein periodisch sind, und dann die Formel über 
eine Periode integriert. Während das erste und das letzte 
Glied bei dieser Operation verschwinden, liefert das zweite 
im allgemeinen einen von Null verschiedenen Wert, da 
ain'a^ und oos'a^ über eine Periode integriert, den Wert \T 
eigeben- Hieraus folgte daB mit dem Fortschreiten von 
longitadinalen Wellen in einem die Warme leitenden Mittel 
eine wachsende Eiliöhnng der Darchschnittstempenitur an 
jeder Stelle verbunden ist 

Bas vorstehende Problem wird nooh etwas aUgemeinerj 
wenn au^er den (die Energie der Schwingungen eriSltenden) 
dastischen ErSften nodi (mechanische Eneigie vernichtende) 
Widerstandskräfte^ die man als innere Bdbung bezeichnet^ 
in Rechnung gesetet werden. Dann ist die in jedem Vblomen- 
element pro Zeiteinheit verschwindende mechanische £nwgie 
in der S. 20 ^rterten Weise neben der Deformationsw&mie 
in den obigen Gleichungen an&ufähren, die hierdoroh natfirlich 
noch komplisiertere Gestalten annehmen. 
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VI. Abschnitt 

Die erweiterte zweite Uauptgleiehung 

und die allgemeinen thermodynamischen 
GleichgewichtebedingimgeiL 



§ 155. Die zweite HMptgleielmng für beliebige irre- 

yergible Torgäuge. 

Für irreversible Xreisprozefise gilt nach Gleichung (54) 
ganz aligemeia 

(237) 

wobei # die Temperatur des Reservoires bezeichnet, aus dem 
der arbeitende Körper, der beliebig zuöanjmengesetzt setQ 
kann, die Wärmemenge äQ entnimmt. Für konstantes 
d. h. für nur ein konstant temperiertes Wärmereservoir, 
entspricht dem die Beziehung 

(238) ij)äü<0i 

es findet also in einer peiioduoh wirkenden Maschine» die 
nnr mit einem Wfirmereaervoir arbeitet« jederseit Produktion 
von WSrme, alao Verlust von Arbeit^ statt Dieser Sehlnfi 
ist auch bei merklichen lebendigen Kräften gGltig, wenn 
dieselben nur gleichfalls periodisch sind; bei nicht periodischen 
lebendigen Kräften ist der 282 gegebene Beweia der 
Formel (237) hinfällig, denn selbst bei wieder hergestellter 
innerer Energie ist dann der Prozeß nicht geschlosseUi kein 
wirklicher Kreispiosefi» und es gilt somit auch nicht 

ißäA + ipdü =- 0. 

. j I. d by Google 
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Das Wachstum der Entropie für irreversible Vorgünge 
ohne Wärmezufuhr ergibt sicli aus (-37) in der schon S. 252 
gezeigten Weise. Kann man von einem Zustand a nach einem 
Zustand b auijer auf irrcversibelm Wege auch reversibel ge- 
langen, so e^ilt im- den aus beiden Veränderungen gebildeten 
Kreisprozeß, wenn auf ersterem W^e keine Wärmeaufnahme 
stattßndet, nach (237) 

m 

(239) <a 



Da alle in diesem Integml auftretende Wirmeaafbahmen 
reversibel stattfindeo, so l2fit sieh die Formel für daiFall 
eines Systems aus versd^eden temperierten Teilen {k) schreiben 



(240) fl-f^^O, 



wobei nun ^ die Temperatur des Tefles I; bei der Aufnabme 
von äQk beseichnety oder bei Einführung der Entropie Ht 
des betreffenden Tefles aucb 

JldEi,<0, also 

(241) < (2a)^ oder H,<Ä; 

die Summe der Entropien aller Teüe, d. h. die Entropie des 
ganzen Systems, nimmt hiemach bei dem irreversibeln Yor- 
gang (ab) zu. 

Der Übergang von Formel (239) zu (240) gilt nach 
8. 340 auch in dem Falle^ daß die Teüe des Systems ihre 
WSrme nicht nur direkt von den Süßeren Reservoiren er- 
halten^ sondern sie sich auch gegenseitig abgeben, wenn diese 
Absabe nur allein swisohen merklich gleich temperierten 
Teflen statt6ndet 

Ist auf dem irreversibeln St&eke des Kreisproxesses die 
WSnueaofnahme nicht gleich Null, so liefert (237) 

h 

(242) f^+H,-E,<0, 

m 

unter äüf wie frfiber die irreversible WSrmeanfnahme ver- 
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standen. Bei Anwendung auf eine unendlich kleine irre- 
versible Änderung liefert dies 

(243) äQt<^dH, 

die Wärmeaufnahme ist also kleiner bei dem irre- 
versiblen, als bei dem reversiblen Vorgang. 

Auch der in § 110 mitgeteilte direkte Beweis für die 
Zunahme der Entropie bei einena irreversiblen Prozeß eines 
thermisch (und mechanisch) isoHerten Körpers läßt sich auf 
jedes System von in seiner ganzen Ausdehnung kon- 
stanter Temperatur üline weiteres übertragen. Denn bei 
ihm ist nur das Thomson sehe Prinzip und die Möglichkeit 
eines Kreisprozesses, der aus einer Adiabate, einer Ibotherme 
und einer Energie km ve besteht, vorausgesetzt. 

Die Erweiterungr auf ein System verschieden tempe- 
rierter Körper kanii man folgendermaßen ausführen. Es 
seien die Teile des Systems mit den Entropien 11^, Ha, Ha \ . . . 
und den Temperaturen ^a'y • • • sich selbst über- 

lassen und gehen irreversibel in die Zustände Hß, Hß, Hß% . . . 

i}ß\ . . . über. Nun brmge man adiabatisch die 
Temperaturen sämtlich auf die willkürliche gemeinsame 
Größe ^, wobei sich die Entropien nicht findeni. Darauf 
führe man durdi isotherme Zuführung von Wärme die 
i^tropie jedes Teiles auf den Anfimgswert zurück, woeu er- 
forderlich ist 

Endlich reduziere man udiabatisch die Temperaturen auf den 
Anfangsweil. 

Damit hat man dann einen Kreisprozf [1, der dem früher 
mit nur einem Körper ausgeführten eiits}iriehi , voraus- 
gesetzt, daß bei demselben am Sclilull nicht nur 
Temperatur und Entropie, sondern iiiit ihnen zu- 
gleich die andern Variabein den Anfangswert wieder 
erreicht haben. In Bezug hierauf ist zu bemerken, daß 
bei mehr als zwei — sagen wir bei n — Unabhängigen für 
jeden Teil durch die bisher getroffenen Festsetzungen der 
Weg der Zustandsänderung noch nicht bestimmt ist, sondern 
daß unendlich viele Wege den Anforderungen entsprechen, 
da die Entropie und die Temperatur nicht nur in Gebilden 
von einer, sondern in solchen von 1 Dimensionen konstant 

Voigt, W&rmelehre. 23 
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sind. Es kann daher als sehr wahrscheinlich bezcichüet 
werden^ daß es in jedem Falle gelingt« mit jedem Teü des 
Systems einen Ereispmefi anazoffibien, der den Ursprung-^ 
l&hm Zustand wieder herstellt Indon man dann auf 
von dem ganzen System zurückgelegten Prozefi das Thomson-« 
sehe Frimdp anweodet, gelangt man su 

was den Sats von der Yennehmng der Entropie für das 
System enüklilt 

Insofern das Weltall ein System ist^ das den gemachten^ 
Voraussetzungen entspricht, kann man nach dem Vorstehenden 
mit Claus ins behaupten, daß dessen Entropie bei kon- 
stanter Energie andauernd zunimmt. Indessen können wir 
Dicht wohl «eher Bein, daß unsere thermodynamischen Über- 
legungen auch wirklich alle im Weltall stattfindenden Um- 
setsuiqgen mnfassen, and daher ist diese Generalisiemi^ 
inunerfain einigermaßen gewagt 

Für die Gültigkeit des Satzes kann man (ähnlich wie 
für diejenige des Thomson sehen Prinzips) gewisse allgemeine 
Erfahrungen als Stütze heranziehen. Nach dem Satze von 
der Erhaltung d< r Enrrp^ie allein sollte man erwarten, da Ii 
alle Vorp^finere der sichtbaren Welt sich im Durchschnitt 
ebenso oft in dem einen, wie in dem entgegengesetzten Sinne 
abspielen, die mittleren Zustände sich gleich bleiben sollten. 
Die Beobachtung zeigt, daß dem nicht so ist. Die Wandlungen 
der Form, welche die Energie durchläuft, führen im all- 
gemeinen nicht zu früheren Formen zurück. 

Arbeit, die zur Uberwindung von Widerständen auf- 
gewendet ist, wandelt sich in AVärme, aus der die Arbeit 
nicht oder jedenfalls nicht vollständig zuiückzugewinnen ist. 
Wärmereservoire verschiedener Temperatur, die ursprüng- 
lich zum Betrieb eines Kreisprozesses und somit zur 
Arbeitsproduktion dienen konnten, gleichen ihre Temperatur 
durch Leitung aus und verlieren ihre Arbeitsfähigkeit. Ein 
Körper, der sich bei unvollständiger Arbeitsleistung defor- 
mieiii^ ändert seine Temperatur, hat aber von seiner Arbeits- 
fähigkeit definiliy eingebüfit Physikalisdie Froaesse dieser 
Art omgeben uns allerwirts; Beispiele auf ehenuaohem Qe- 
Hete Itäen aioh leioht hinzuffigen. Bie Emstp» wird bei 
den ^dttisch eintretenden- Umwandinngen immer ungeeig* 



§ IM. HhMtiraaf 4«r Gleidig. d«r Tirtiicllaa VMTOdrangWk 355 

neter, in mecbanische Arbeit flbeigeführt m werden» de 
ifird entwertet*) 

In vielen Fällen läßt sich nun direkt zeigen, wie § 108 
an den herangezogenen Beispielen gescliohrn, daß die Ent- 
wertung der Encre^ip mit der Zunalime der Entropie parallel 
geht; mich lehrt die Formel ^' = f' — ihj' für die freie 
Energie liUi^oniciner, wie bei konstanter Temperatur diese 
für die verfügbare Arbeit nach (74) bis zu einem gewissen 
Grade charakteristische Funittion l>oi wachsender Entropie 
stets abnimmt. Wenn nun die aligemeine Erfahrung, daß 
die Vorgänge der Natur sich im Diu'chschnitt immer in 
derselben Richtung bewegen, daß die Welt altert, den 
Gedanken nahe legt, dali es bei allen diesen Prozessen 
konstanter Energie eine Funktion gibt, die sich stets im 
gleichen Sinne ändert, so kann man darin eine Art von 
Stütze für die allgemeine Gültigkeit des Entropiesatzes 
erblicken. 

§ 156. Erweiterung der (jlelchung der virtaellciii 

Yerrttekungen« 

Die Entwieklung der mechanischen Gleichgewichts- 
bedingungen für einen beliebigen defonmerbaren Körper in 
§ 115 n. f. knüpfte an die S. 64 entwickelte Glelchnng (56) 
an, welche das Yersohwioden aUer virtnellen Arbeiten ver^ 
langte und fOr kontinnierliche Körper 8. 265 geschrieben 
wome 

(244) Jjt -^öAo^ 6Ai = 0 . 

Dabei bezeichnete ÖÄ^ die Arbeit der körperlichen Kräfte, 

öA^i diejcnif^e der Oberfläehcnkraflc oder ürucke, 6A^ die- 
jenige der inneren Ivräfte. Haben die inneren K reifte ein 
Potential 0 und faßt man die beiden ersten Glieder, d. h. 
die gesamte äußere Arbeit» in öA zusaomien, so ergibt (244) 

(245) d0^4A. 

Für den Beginn der Bewegung folgt aualog aus (72) auf 
8. 67 



*) Planck , Zeitschr. fOr d. pbys. n. ehem. Unterrieht» Bd. 6, & 217, 
1898; Pfaundler, Die Entwertung der Materie^ Wien, 1886; Aoer- 
baob, Die Walthfinin und ihr Schatten, Jena 1808. 

23* 
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(246) 



Sind äußere Kräfte nicht wirksam^ so ergeben diese 
Formeln nach 8. 61, daß 0 im Zustand des stabilen 
Gleiohgewiohts ein Mioimnm, im Znstand des labilen ein 
Maximum annehmen mn£L 

Die ganze Thermodynamik bernht auf der Erweiterung 
der Gleiohong der lebendigen Kraft (74) auf S. 61, nämlich 



EU der Gleichung der Energie (97) auf S. Ib, resp. (0) auf S. III 



(in der (E) nach S. 106 die Gesamtenergie des bewegten 
Systems bezeichnet), durch Berücksichtigung der thermischen 
Vorgänge; es liegt daher nahe, zu untersuchen, welchen 
Effekt die analoge Erweiterung bei den mit der Formel (247) 
in so naher Beziehung stehenden Bedingungen (245) u. (246) 
des Gleichgewichts und des Beginns der Bewegung hat.*) 

Indem wir demgemäß för den Zustand des Gleich- 
gewichts 



setzen, erkennen wir sogleich, daß die letztere Formel zu der 
allgemeinen Energiegleichung (248) in demselben Verhältnis 
steht, wie (246) zur Gleichung (247) der lebendigen Kraft 
Denn (E) ist die ganze Energie des bewegten Körpers, 
E ist die des ruhenden; beide unterscheiden sich also um 
die lebendige Kraft W genau ebenso, wie W-{~ 0 und </>. Da 
nun im Anfang der Bewegung d W notwendig positiv ist, 
so gilt Formel (250) In der Tat fiir den Beginn der Be- 
wegung aus dem Zustand der Ruhe, welche kein Gleich- 
gewicht ist, infolge der allgemeinen Energiegieichung. 

Was Formel (249) betrifft, so läßt sich leicht zeigen, 
daß sie im Falle des elastischen Körpers die mechanischeu 
Gleichgewichtsbedingungen in sich enthält, wenn man nur 
voraussetzt, daß die virtuelle Wärmebewegung streng oder 

*) W, Voigt, Eompendinm Bd. 1, 8. 661. 



(247) 



(248) 
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in großer Annäherung reversibel stattfindet. In dieseoi 
FaUe ist nach (213) 

(251) dQ^J{i»dfi')dh, 

nnd die Gleichung (249) nimmt die Gestalt an 

(252) J{de' — ^dn'—dai;)dk'^fdaido^O, 

wobei, wie früher, i/', da« auf die Volumeneinheit, 
ÖQo aaf die Flächeneinheit bezogen ist. 

Bei Einfüluiing des ersten thermodynamischen Poten- 
tials |' = c' — '&r)' erhält man zaoächst 

(263) j(di' + ti'd^ — öaQdk^{daido^O. 

f ist nach § 130 von d und den Defonnationsgrofien ab- 
hängig; somit wird also 

Dabei geltoi für die Differentialqiiotienten von nach (89) 
die Formeln 

woboi die Xa die Druckkomponenton bezeichnen. Sonach 
fallt ri' aus (246)^ heraus und wir erhalten 

(254) /(2 Xä ÖXk + cf ai) + /<f do = 0 , 

was nach (17) mit 

d. h. mit der Auseangsformel (244) identisch ist und die 
frühere Verwendung gestattet. 

Man erkennt in der Tat leicht, daß aus (254) die oben 
abgeleiteten Gleichgewichtsbedinirungen folt^en. Benutzt man 
wieder die ausführlichen Bezeichnungen aus § 115 u, 
setzt also 

und integriert den mit dk multiplizierten Ausdraok duidi 
Teile^ wobdL wieder der Satz (31) von S. 21 so beniitcen 
ist» so erhSlt man 
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/SJ^A^j^bdlib»— /(X«ß€Og(ii»«)-i-... +Xy^cos(«»ff) 

Setzt uyu aber diesen Anadmek nebm den Weiten (2) and 
(3) für 

fdal dh » (f nnd fdai do = dA^ 

in (254) ein und berücksichtigt, daß die dx, dy. dz beliebig 
vorgeschrieben werden können, so gelangt man zu den Be- 
dingungen (11) imd (20j zuiück. 

Die erweiterte Formel (249) ist also die notwendige 
und hinreichende Bedingung ffir das mechaniache Gkid^ 
gewicht des elaatiacfaen STStttna. 

§ 157. Die ailgemelnen thermodynamiselieB 
GIeiciigewicht8bedingnBgea> 

Was wir bisher erhalten haben, bildet nur eine üm- 
ge staltnng unserer AusgangsformeL Ks ist aber nach der 
Erfikhning höehst walmäeinlleli, dafi| vte die Eneme- 
gleichnng (248) eine allgemeine Bedeotnng besitit» weit w>er 
das speneÜe Ftoblem der dastiscben Körper hinans, analf^ 
aneh von den der Energiegleichnng parallel gehenden Se- 
dingnngen (249) nnd (250) gilt. 

Wir betrachten sie demgem&ß als allgemein 
galtige Formeln für alle Falle» wo keine anderen 
änBeron Einwirkungen stattHnden, als Arbeits- 
nnd Wärmezufuhr. 

Dabei ist daran zu erinnern» daß E in diesen Gleichungen 
die innere Energie des Systems bezeichnet; die zwar im 
Zustande des Gleichgewichtes die gesamte Ejnergie darstellt» 
aber beim Beginn der Bewegung, wo die (äußere) lebend%e 
Kraft einen von Null yerschiedenen Wert annimmt» sich von 
ihr unterscheidet. 

Eine Stutze für die Zulässigkeit dieser Erweiterung 
kann man in dem Umstände sehen, daß sie mit der so frucht- 
baren kinetischen Theorie der Materie, die alle Warme- 
Vorgänge auf Bewe^nni^^en der kleinsten Teile zurückführt und 
somit auch die Zuiührung oder iijitziehung von Warme ala 
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Mitteilung oder Entnahme von Arbeit auffaßt, durchaus voS 
einbar ist. Hier bleibt maa eben selbst bei Berücksichtigung 
der Wärmeerscheiaangen durchaus auf meohaDiBohem Gebiet 
Es muß genfigen auf diese Betrachtungsweise hingewiesen 
SU haben. 

Die wichtigsten Anwendungen der allgemeinen Formeln 
(249) luid (250) werden wir im fol<Tondcn Band besprechen; 
hier genügt es, auf einige allgemeine Folgerungen aufmerksam 
zu machen. 

Wirken äußere Kraitr nicht, so folgt aus (249) und (2ö0) 

(255) ÖE^ÖQ, dE<äQ, 

und wenn wir das System als eletchförmi^ temperiert und 
die WSrmesawendnngen beide ak aof umkehrbare Welse 
ausgeffihrt annehmen, 

(256) dE=n6H, dE<^dü. 

Die zweite Gleichung gilt übrigens auch, wenn die wii'kliche 
Wärmezufuhr irreversibel stattfindet, wenn nur — was 
wir nach S. 289 annelimcn dürfen — auch in dem geänderten 
Zustand dem System eine Entropie zukonmit; denn in diesem 
Falle ist nach (243) düfK^dH, die zweite Ungleidiung 
bleibt also bestehen. 

In Bezug auf diese Formeln sind zwei spezielle Fälle 
von beäüiK lerem Interesse.*) 

Ist die Entropie H als unveränderlich vorgeschrieben, 
also sowohl ^if als dH gleich Null, so gilt 

(257) ÖE^^O, dE<0; 

die innere Elneigie E ist hiernach im Zustand des stabilen 
Gleichgewichtes ein Minimom, im Znstand des labilen ein 
Maximum. 

Wird die innere Energie E des Systems konstant ge- 
halten (wobei die Qesamteneigie {E) variieren kann), so ist 

(258) dH>Q', 

die Entropie ^wichst beim Beginn der Veranderang und hat 
ein Mazhnnm im Zustand des stabilen, ein Minimum im 
Zustand des labilen Gleichgewichtes. Das erste Resultat 
steht im nahen Zusammenhang mit dem in § 155 behandeteen 
allgemeinen Sats f&r irreversible Verandemngen, denn die be- 
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ginnende Bewegung aus einem Zustand der Ruhe, der kein 
Zustand des Gleiobgewiohtes ist^ gehört zu dieser Art von 



Dm Potentiai ZDimmt hier also volhitSodig die Statte des media- 
nischen Potentials 0 in den Formeln (245) nnd (246) ein. Sind 
keine äußeren Kräfte da, oder sind die Nebenbedingungen 
derart, daB die Arbeit, fOr die wir nach (67) schreiben 



;'• äÄ veröchwindet insbesondere, wenn mit d' auch die Xh 
unveränderlich sind; demgemäß ist das System bei vor- 
geschriebenen Xh und im stabilen Gleichgewicht, 
wenn E ein Minimum^ im labilen^ wenn 2 ein 
Maximum besitzt. 

Für 6> = 0 üefert (259) wegen (261) 

d(M^ ^iT-f DX^a:») < -f IxudX^, 

öder bei EinfOhrong des zweiten thermodTnamischen Poten- 
tials Z^E^'&H-^lXhXk auch 

(263) dZ=IXkdXn, äZ <lx„dX„. 
Bei vorgeschriebenen Xk wird dies zu 

(264) 6Z=0, dZ<0; 

bei vorgeschriebenen Xh und ?9 ist also das System 
im stabilen Gleichgewicht, wenn ^ ein Minimum, im 
labilen, wenn Z ein Maximum besitzt. 

Von diesem Satz werden wir in dem folgenden Teil 
zahlreiche Anwendungen machen. 




(261) äA = ed&^ lX„dXi 
▼ersehwindet, so wird aus (259) 

(262) 63=^0, dS<0. 
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Eine Sammlung - 

von 

Oeduldspielen, Kunststücken und 
Unterhaltungsaufgabeo 

mathematischer Natur. 

Von 

Dr. Hennann Selmbert» 

Profeswr an d«r Gelehrteatebule des JohMraflums ai Hamlnurg. 
(tüM« Awff. Ib t BdD« h Mk. 4«— gttbd. Ktelott Awag, ffebd« Sic« i,— 

Wie schon (.icr Titel .saßt, lum l-^lf es sich hi>'r um k^in streng; ws jsr[]-:C?i:ift- 
liches Werk, sonderu um ein Buch, in dem <lfr Verfasser allerhand Gedanken über 
Dinge niedergelegt hat, die mit der Mathematik in Berührung stehen und mit denen 
sich jeder Gebildete oft und gern io seinen Mussestunden beschäftigt. Ks sind un- 
j^ezwungene kritisch-historische Betrachtim>^en und unterhaltende Plaudereien über 
alle möglichen Probleme und Kunststücke, die in eiaer «IWll dem Ltloi leicht fus» 
i liehen Form vorgeführt, erklärt und ergänzt werden. 



Zwölf Geduldspiele 

für Nlchtmathematiker 

im Zwecke der UaUrli&ltang Ustorisch n kritiscb belfiuclitet. 

' Von 

Profe«ior an der GeleliiteiBcliiiIe dei Joluuiiwiuiw nt Htnbuig. 
OrtglMll kwtoBmtorl Mk. 

! — Neue Ausgabe. — 

I Ib ciltigen dieser Spiele dürfte jeder Leser alte Bekannte wiedererkennen, die 

ihm aifes Kopfkerbrecheo gemacht beben. Kinderleicht wird indefsen die Arbeiti 
wenn man den Weisungen des VeHassers folgt. Derselbe begnügt sich äbrigens nicht 

(' mit der Schilderung; der F; i -l^ un 1 i^f r EnthiiHung ihrer GeheimniWe, «OadeiA erteilt 
zugleich sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlüsse. 

i Der Name de» Verfassers bürgt für einen gediegenen Inhalt, und somit durften 

die Bücher nicht nur dem Mathematiker von Fach, sondern jedem, der sich mir 
einigennauen für diese Wis«en»chaft interesiiert| überhaupt jedem Uenkendeo, 
Sebfld«len Lnien manche gemmveicha Stunde «cl 
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Qmm der Stereometrie 

von 

Pref; Dr. OvsteT Kolsinttller. 

I. Band: Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 

Preis broschieit Mk. 6. — , gebunden M. 6.60. 

IL Band: Die Berechnatig einfach gestalteter Körper. Mit 
156 Figuren. Preis broschiert Mk. 10. — , gebunden 
Mk. 10.80. 

III. Band: Die Unterraclittiig iiiid Konstniktloit schwierigerer 

Raumgeblide. Mit 126 Figuren. Preis broschiert 
Mk. c*.<^, gebunden Mk. 9.80. 

IV. Band: Fortsetzung der schwierigeren Untersuchungen. 

Mit 89 Figuren. Preis broschiert Mk. 9. — , gebunden 
Mk. 9.80. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, 
denn in so umfassender und grundlicher Weise ist die 
Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das Wort 

„elementar" ist dabei so zu nehmen, dass die höhere Analysis 
und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie aus- 
geschlossen bleiben, während die synthetische neuere Geometrie 
in den Kreis der Betrachtun^rrn hineingezogen wird, soweit es 
(lie Methoden der darstellenden Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet 
worden ist, sind streng konstruiert und fast jede ist ein Bei' 
-spiel der darstellenden Geometrie, 

Tr()tz des clementriren ("hnraktiTs <ichi diese neue Stereo- 
metrie weit ühei (his übliche Ziel hinaus, fjiht neben den 
Lehrsr\t/,en unitan^'ie.iches Übungsmaterial, l)eluut die Konstruk- 
tion und die Berechnung gleichmässi^ und wird somit an 
Vielseiti^^keit und Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem 
der hervorragenderen Lehrbücher erreicht. 
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Kleine Leitfäden der matbematik 

aus der MitaminluMg CI4kiebeii*S 

Jedes Bändchen elegant gebunden äO Pfennig. 

Irithmetlk und Algebra von Proicssor Dr. Hermami Schubert. 
Beispiel -Sammlaiig zur Arithmetik und Algebra von Prof. 

Dr. Hermann Schubert 
Sbeae Oeometrie mit iii zweifarbigen Figuren von Prot 

G. Mahler. 

Darstellende Geometrie I mit loo Figuren von Prof. Dr. Rt>b. 
Haussner. 

Bbene und sphSritehe Trlfononetrie mit 60 ein- und swei- 

fail iL^rn Figuren von Dr. Gerhard TIcssenberg. 
Stereometrie mit 44 Figuren von Dr. Glaser, 
l^iedere Aimlysis mit 6 Figuren von Dr. Benedikt Sporer. 
Tlerstellige JUgarlthmen von Prof. Dr. Hermann Schubert. In 

zweifarbigem Druck. 
Analytische Geometrie te Ebene mit 45 Figuren von Prof. 

Dr. M. Simon. 

Analytische Geometrie des Baumes mit 28 Abbildungen von 

Professor Dr. M. Simon. 
HMiere Analysis I: Bifferentlntceehnang mit 68 Figuren von 

Prof. Dr. Friedr. Junl:<T. 
Höhere Analysis II: Integraireehnnng mit S9 Figuren von Prof. 

Dr. Friedr. Junker. 
Repetitorfnm and AnUrabenninmlnng »ir Dtfferenltnlreelinnng 

mit 42 Figuren von Prof. Dr. Friedr. Junker. 
Bepelltorium und Aufgabensammlun^r zur Integralreehnnng 

mit 50 Figuren von Prof. Dr. Vrwdr. Junker. 
Projektive Geometrie in synthetischer Beiiundiung mit 57 Figuren 

von Prof. Dr. K. Doehlemann. 
Fervelsamminng und Bepetitorlnni der JfaflieMtIk mit 

18 Figuren von Prot. Bürklen. 
Astronomische Geographie mit 52 F'iguren von Prof. Dr. Siegm. 

Günther. 

GeedlBfe mit 66 Abbildungen von Prof. Dr. C Reinhertz. 
Aitronomle mit 36 Abbildungen und einer Karte von Prof. 

Dr W alter F. Wislicenus. 
Astrophysik mit 1 1 Abbildungen von Professor Dr. Walter 

F. Wislicenus. 

Oeemetriieliee Zelehnen mit 283 Figuren von H. Becker. 
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